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además de ejemplo y gúıa durante mis primeros años de investigador.

Al Dr. Carlos Trallero Giner cuya colaboración significó un impulso decisivo para la culminación
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Resumen

En este trabajo se estudian las oscilaciones de la red en algunos materiales con estructura

diamante, zinc blenda y wurtzita, tanto en el volumen como en nanoestructuras. A partir de

las ecuaciones clásicas de la dinámica de la red se plantea el problema general de las osci-

laciones considerando la interacción hasta un número determinado de vecinos más cercanos.

Aprovechando las propiedades de simetŕıa de la red cristalina se obtiene la forma de las ma-

trices de constantes de fuerza de los vecinos considerados y se escriben las ecuaciones en las

principales direcciones de alta simetŕıa. En estas direcciones se obtienen modos longitudinales

y transversales desacoplados. Las ecuaciones son equivalentes a las ecuaciones de una cade-

na lineal, estableciéndose una equivalencia entre las constantes de fuerza de la cadena lineal

y las constantes de fuerza del problema tridimensional. Las constantes de fuerza se obtienen

ajustando las expresiones anaĺıticas de las frecuencias en el centro y borde de la primera zona

de Brillouin a valores experimentales. Se reportan los valores numéricos de las constantes de

fuerza y las relaciones de dispersión en las principales direcciones de alta simetŕıa. Además de las

oscilaciones en el volumen, también se estudian los modos polares ópticos en nanoestructuras,

particularmente en nanohilos revestidos (core/shell) con sección transversal ciĺındrica, embe-

bidos en un tercer material. Con este objetivo se aplica el modelo fenomenológico completo

al estudio de las oscilaciones de estos sistemas. Se determina el acoplamiento de los diferentes

modos vibracionales y la dependencia de la frecuencia de los modos con el vector de onda,

además de parámetros geométricos como el radio del “core”y el espesor del “shell”. También

se determina la influencia sobre los modos vibracionales de los esfuerzos que surgen en estas

nanoestructuras.
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Abstract

In this work, the lattice dynamics of materials with diamond, zincblende and wurtzite crys-

talline structure is studied in both bulk and in nanostructure systems. The general problem

of the atomic oscillations is formulated starting from the classical equations of motion and

including the interactions up to a finite number of nearest neighbors. Making use of lattice

symmetry properties the form of the force constant matrix as well as the corresponding equa-

tions of motion are obtained along the main high-symmetry directions of the crystal. In these

directions, the model produces uncoupled longitudinal and transversal phonon modes. Within

the model, the equations of motion are equivalent to the ones of a linear chain equations. A

connection is established between the force constants of the linear chain and the corresponding

ones of the three-dimensional problem. We obtain the force constants by fitting the analytical

expressions for the frequencies at the center and at the border of the first Brillouin zone with

experimental results. Dispersion relations for the oscillation modes along the high symmetry

directions and numerical values to the force constants are reported. Besides the case of the

phonon oscillations in bulk crystals, the thesis also includes the study of polar optical modes in

nanostructures, particularly in core/shell nanowires of circular cross section in a host material.

For this purpose, a phenomenological continuous model is applied, and the coupling between

the different modes is determined. The dependence of mode frequencies on the wave vector and

the geometrical parameters as the core radius and shell thickness is reported. The strain effects

over the vibrational modes are also determined.
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Dαβ Matriz dinámica

Φαβ Matrices de constantes de fuerza

ω Frecuencia de las oscilaciones

κij Constantes de fuerza de la cadena lineal

Z∗ Tensor de carga efectiva

ρm Densidad de masa reducida

~u Desplazamiento relativo de los iones

ϕ Potencial electrostático
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Introducción

0.1. Problema cient́ıfico

En la revolución tecnológica desarrollada durante la segunda mitad del siglo XX y los inicios

del siglo XXI, han jugado un papel muy importante la tecnoloǵıa y ciencia de los materiales.

El desarrollo de novedosos métodos de śıntesis de nuevos materiales y heteroestructuras, ha

redundado en la constante aparición de nuevas aplicaciones. Esto hace que mantenga su vigencia

la caracterización de materiales sólidos. La dinámica de la red cristalina influye en un gran

número de propiedades de estos. Por esta razón, a pesar de que desde el punto de vista teórico

las ecuaciones de movimiento de las oscilaciones de la red son bien conocidas desde hace mucho

tiempo [1], es importante su estudio aún en la actualidad. En este sentido han despertado un

especial interés en los últimos tiempos los nitruros del grupo III (BN, AlN, GaN e InN), debido

sobre todo, a su aplicación en dispositivos electrónicos. Estos nitruros existen con estructura

zinc blenda y wurtzita, por tanto es importante el estudio de la dinámica de la red de ambas

estructuras. Las técnicas experimentales que se utilizan para estudiar los modos fonónicos en

sólidos, son fundamentalmente la dispersión inelástica de neutrones y la dispersión Raman.

La dificultad en la preparación de cŕıstales de nitruros del grupo III hace que la dispersión

inelástica de neutrones no haya sido aplicada todav́ıa con éxito a estos materiales. Utilizando

dispersión Raman de primer orden se han hecho varios reportes de modos fonónicos en el centro

y borde de la zona de Brillouin en estructuras zinc blenda y wurtzita de GaN y AlN [2]-[6].

Por su parte utilizando dispersión Raman de segundo orden se pueden determinar los modos a

través de toda la zona de Brillouin pero no se han reportado muchos trabajos utilizando esta

técnica [7]. Desde el punto de vista teórico se han utilizado una gran variedad de métodos para

estudiar estos materiales, como el modelo de Keating [8], el modelo de la carga ligada [9] y

cálculos ab initio [10]-[13]. Debido a la escasez de reportes y la dificultad que reviste obtener

espectros fonónicos de toda la zona de Brillouin, unido a que los cálculos ab initio tienen un

costo computacional muy alto, no es desacertado emplear métodos más simples para estudiar

los modos de vibración de estos materiales. El modelo de la cadena lineal ha sido muy estudiado,

3
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no solo académicamente, sino también en el estudio de heteroestructuras [14]-[18]. A finales de

los años 60 se estudiaron las propiedades de materiales con estructura zinc blenda utilizando las

ecuaciones clásicas de movimiento [1], en aproximación de interacción hasta segundos vecinos

[19]-[21]. En estos trabajos se hace un análisis simplificado del problema, dado sobre todo por

la escasez de datos experimentales para realizar el ajuste de las relaciones de dispersión.

El auge que han adquirido, en la última década, los nitruros del grupo III, unido a que ya existen

reportes de las frecuencias de oscilación de estos materiales en los puntos de alta simetŕıa, hace

atractivo usar este método para el estudio de estos nitruros, tanto con estructura zinc blenda,

como con estructura wurtzita.

Unido al estudio de las propiedades dinámicas del sólido, es muy importante el estudio de

las heteroestructuras construidas a partir de estos. En los últimos años ha despertado interés

el estudio de los nanohilos semiconductores. Con el avance de los métodos de crecimiento de

estas estructuras, se ha abierto un amplio rango de aplicaciones en el desarrollo de compuertas

lógicas [22], foto sensores [23], diodos emisores de luz [24] y sensores biológicos [25], entre

otras. Un caso especial son los nanohilos revestidos en otro material (“core/shell”) 1. Estos

nanohilos “core/shell”han sido estudiados experimentalmente en varias parejas de materiales:

GaAs-GaAsP [26], InAs-GaAs [27], GaN-GaP, GaP-GaN [28], GaAs-GaP [29], AlN-GaN [30].

Lo anterior hace que tenga gran importancia la caracterización de estas heteroestructuras y en

este sentido uno de los aspectos a considerar es la determinación de los modos fonónicos.

Para el estudio de los modos de oscilación ópticos en los nanohilos revestidos, utilizaremos el

modelo fenomenólogico completo propuesto originalmente por Trallero, Garćıa-Moliner, Velasco

y Cardona [31]. Unos pocos años después, y luego de haber sido probado en varios nanosistemas,

este modelo fue presentado y analizado en detalle en el libro Long Wave Polar Modes in Semi-

conductor Heterostructures [32].

La primera aplicación del modelo fenomenólogico completo fue al pozo cuántico estándar AlAs-

GaAs-AlAs [33]. Más tarde se aplicó a pozos de materiales II-VI [34] y superredes de GaAs-AlAs

[35]. En hilos cuánticos se podŕıan mencionar muchos, pero resaltaremos aqúı el art́ıculo de Co-

mas, Trallero y Cantarero [36]. En nanotubos de carbono se debe mencionar el trabajo de Chico

y Pérez-Álvarez [37]. En lo que respecta a puntos cuánticos el trabajo de Roca, Trallero y Car-

dona es pionero [38]. Estos éxitos han estado en buena medida propiciados por el tratamiento

exacto de las ecuaciones del movimiento y el hallazgo de sendas bases de soluciones linealmente

independientes en el caso cuasibidimensional [39], cuasicerodimensional [38], y cuasiunidimen-

sional en varias circunstancias [36, 37].

1En este trabajo nos referiremos al nanohilo central del sistema que estudiamos como “core”y al recubrimiento

del mismo como “shell”.
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0.2. Objetivos de la tesis

Determinar la relación entre las constantes de fuerza del problema tridimensional de

las oscilaciones de la red y las constantes de fuerza de la cadena lineal equivalente, en

las principales direcciones de alta simetŕıa, en las estructuras diamante, zinc blenda y

wurtzita.

Obtener la forma anaĺıtica de las matrices dinámicas correspondientes a las estructuras

estudiadas.

Determinar las constantes de fuerza y obtener las expresiones anaĺıticas de las matrices

dinámicas correspondientes a las ecuaciones de movimiento de estas estructuras.

Determinar las constantes de fuerza y las relaciones de dispersión de materiales con estas

estructuras, especialmente los nitruros del grupo-III que cristalizan con estructura zinc

blenda y wurtzita.

Aplicar el modelo fenomenológico completo al estudio de las oscilaciones en nanohilos

revestidos y determinar los diferentes modos vibracionales de este sistema tanto en el

“core”como en el “shell”.

Obtener como dependen las frecuencias de vibración de los parámetros geometricos de

este sistema como son el radio del “core”y el espesor del “shell”.

Obtener las relaciones de dispersión y determinar la influencia de los esfuerzos sobre los

modos vibracionales.

0.3. Descripción de la tesis

La estructura de la tesis es la siguiente. En el caṕıtulo 1, se describen las principales propiedades

en cuanto a estructura y simetŕıa de las estructuras cristalinas que se estudiarán. Además se

exponen los fundamentos teóricos del método que se usará para estudiar las oscilaciones de la

red. En el caṕıtulo 2, se estudia la dinámica de la red de materiales con estructuras diamante y

zinc blenda. De materiales con estructura diamante se presentan resultados para el carbono (C),

silicio (Si), germanio (Ge) y estaño (α-Sn) y de materiales con estructura zinc blenda para los

nitruros de Boro (BN), Aluminio (AlN), Galio (GaN) e Indio (InN). En el caṕıtulo 3, se hace el

mismo estudio que en el caṕıtulo 2 pero para materiales con estructura wurtzita, presentándose

resultados para los nitruros de Boro, Aluminio, Galio e Indio. El caṕıtulo 4, se dedica al estudio

de los modos vibracionales en heteroestructuras utilizando el modelo fenomenológico completo.
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Particularmente se estudian nanohilos revestidos en otro material. Por último se hacen las

conclusiones de la tesis.



Caṕıtulo 1

Fundamentos teóricos generales

1.1. Estructuras cristalinas

Los sólidos cristalinos se estudian considerándolos como un arreglo periódico de puntos (nodos)

en el espacio a los cuales están asociados un cierto número de átomos, que oscilan alrededor de

sus posiciones de equilibrio. Se define una base (~a1,~a2,~a3) que genera el conjunto de nodos que

determinan la red cristalina.

~Rn = n1~a1 + n2~a2 + n3~a3, (1.1)

donde n1, n2 y n3 son números enteros. A su vez las posiciones de los átomos asociados a los

nodos se caracterizan por un vector ~τ(k), donde k numera los átomos. De modo que la posición

de un átomo dado tiene la forma

~r(n, k) = ~Rn + ~τ(κ). (1.2)

Al espacio definido por la base (~a1,~a2,~a3) se le denomina, espacio directo. La base de la red

cristalina en conjunto con la base atómica asociada a los nodos determinan el tipo de estructura

cristalina. Además es definido un espacio llamado inverso generado por la base (~q1, ~q2, ~q3), dada

por las relaciones

7



8 Fundamentos teóricos generales

~qi = 2π
~ak × ~aj
V

, (1.3)

donde i, j y k rotan ćıclicamente y V = ~a1 · ~a2 × ~a3.

1.1.1. Estructura diamante

La red cristalina del diamante es cúbica centrada en las caras [40]. Esta estructura tiene dos

átomos de la misma especie asociados a los nodos de la red, cuyas posiciones están dadas por

~τ(κ) = (0, 0, 0) y ~τ(κ′) = (−a0/4, a0/4, a0/4) respectivamente, donde κ y κ′ denotan a los

átomos y a0 es la constante de la red. La base de la red cúbica centrada en las caras está dada

por los vectores ~a1 = (a0/2, 0, 0), ~a2 = (0, a0/2, 0) y ~a3 = (0, 0, a0/2). La figura 1.1 muestra

un esquema de la estructura diamante. Se puede apreciar el enlace tetragonal caracteŕıstico de

esta estructura, donde cada átomo tiene 4 primeros vecinos, 12 segundos vecinos y 12 terceros

vecinos.

1.1.2. Estructura zinc blenda

La zinc blenda es una estructura cúbica centrada en las caras al igual que la estructura diamante

pero en este caso la base está constituida por átomos de diferente especie. La figura 1.2 muestra

un esquema de esta estructura.

1.1.3. Estructura wurtzita

La estructura wurtzita está constituida por dos estructuras hexagonales compactas [40] des-

plazadas uc0 en la dirección axial (u = 3
8

es un parámetro que caracteriza la distancia inter-

atómica en la red y c0 es el parámetro de la red). La base de la red está dada por los vectores

~a1 = (a0, 0, 0), ~a2 = (1
2
a0,

√
3

2
a0, 0) y ~a3 = (0, 0, c0). Las posiciones de los átomos asociados

a los nodos están dadas por ~τ(κ) = (0, 0, 0), ~τ(κ′) = (0, 0, uc0), ~τ(κ′′) = (1
2
a0,

√
3

6
a0,

1
2
c0) y

~τ(κ′′′) = (1
2
a0,

√
3

6
a0, (u− 1

2
)c0). La figura 1.3 muestra un esquema de la estructura wurtzita.
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Figura 1.1: Esquema de la estructura diamante.

1.2. Grupos de simetŕıa

La transformación lineal de simetŕıa más general que se puede realizar en el espacio directo se

puede representar por la relación

~x′ = {R/t} ~x = R~x+ ~t, (1.4)

donde R representa una rotación y ~t una traslación, en el espacio tridimensional (caso que nos

ocupa).

Los grupos espaciales son un caso especial del grupo de las transformaciones lineales de coor-

denadas del tipo (1.4), donde se conserva la longitud. Ellos se caracterizan por el hecho de que

poseen un subgrupo invariante de traslaciones de una forma particular. Todas las traslaciones

puras del grupo espacial, comúnmente llamadas traslaciones primitivas, son de la forma

{E/t} , (1.5)
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�

Figura 1.2: Esquema de la estructura zinc blenda.

donde E es la matriz unidad y ~t = t1~a1 + t2~a2 + t3~a3 un vector de la red, donde los ti pertenecen

a los enteros. Como consecuencia de esto, las partes rotacionales de los operadores del tipo

(1.4) que se pueden llevar a cabo están limitadas. Se encuentra que solamente son posibles

rotaciones en un ángulo múltiplo de 600 ó 900 alrededor de un eje bien definido. Aśı las partes

rotacionales en un grupo espacial forman un grupo, el cual puede consistir sólo de rotaciones

en un ángulo múltiplo de 600 ó 900 alrededor de un eje bien definido o bien estas rotaciones

combinadas con una inversión. En cuanto al número de grupos de este tipo que se pueden

formar se determina que en tres dimensiones son 32, los cuales se denominan grupos puntuales

[40], los grupos espaciales que tienen una parte rotacional perteneciente a un grupo puntual

determinado, se dice que forman una clase. Una vez conocida la clase a la cual pertenece

un grupo espacial dado, se puede obtener información acerca del posible subgrupo invariante

de traslaciones que este posee. Tenemos que si tn es una traslación primitiva, entonces Rtn

también lo es siempre que {R/t} sea miembro del grupo espacial en cuestión. De este modo

la red generada por una traslación primitiva de un grupo espacial debe ser invariante bajo las

operaciones del grupo puntual. Investigando en este sentido se demuestra que son 14 los tipos
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�

Figura 1.3: Esquema de la estructura wurtzita.

de redes significativas, las cuales se denominan redes de Bravais. Para denotar las operaciones

de simetŕıa se usará la notación estándar:E → identidad, Cn → rotación en un ángulo de

2π/n (como vimos anteriormente éstas están limitadas a ángulos múltiplos de 600 ó 900), I →
inversión a través del origen, IC2 → es una reflexión. Las reflexiones se pueden denotar por

σ, σh denota una reflexión a través de un plano perpendicular al eje principal de simetŕıa

y συ denota una reflexión a través de un plano que contenga el eje principal de simetŕıa y

Sn →(n =2,3,4 y 6) denota una rotación en un ángulo de 2π/n seguida de una reflexión en un

plano perpendicular al eje de rotación. Una clasificación completa de los grupos puntuales y las

redes de Bravais se puede encontrar en [40]. En este trabajo, para cada estructura estudiada,

se determinan las representaciones de los grupos puntuales de las principales direcciones de

simetŕıa; tomando como base de la representación los desplazamientos atómicos relativos. A su

vez estas representaciones se representan como suma directa de las representaciones irreducibles

del grupo. Esto permite determinar el desacoplamiento y degeneración de los modos fonónicos

en la dirección dada.
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Figura 1.4: Principales direcciones, puntos y planos de simetŕıa de la primera zona de Billouin

en la estructura cubica centrada en el cuerpo.

1.2.1. Estructura zinc blenda

La estructura zinc blenda está compuesta por dos estructuras cúbicas centradas en las caras

de elementos diferentes, desplazadas
√

3
4
a0 (a0 es la constante de la red), en el sentido de la

diagonal del cubo.Este tipo de estructura es cúbica centrada en el cuerpo en el espacio inverso.

La figura 1.4 muestra las direcciones, puntos y planos de simetŕıa de la zona de Brillouin de esta

estructura. Nosotros nos limitaremos en esta sección a describir las direcciones que usaremos

en el trabajo.

En una dirección dada de la zona de Brillouin los desplazamientos atómicos transforman entre

si según una representación del grupo puntual de simetŕıa. Al escribir esta representación como

suma de representaciones irreducibles es posible determinar a priori la degeneración de los esta-

dos fonónicos, a continuación se describen las principales direcciones de simetŕıa. En lo adelante

las representaciones del grupo puntual de simetŕıa se denotan por Du
j , donde u representa que

se están tomando los desplazamientos atómicos relativos (uα) como base de la representación
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y j representa la dirección de simetŕıa en cuestión

∆. Punto general en la dirección del eje qy. El grupo puntual de simetŕıa es C2υ y la repre-

sentación está dada por

Du
∆ = 2∆1

⊕
2∆3

⊕
2∆4.

Σ. Punto general contenido en el plano qx = qy. El grupo puntual de simetŕıa es Cs.

Du
Σ = 4Σ1

⊕
2Σ2.

Λ. Punto general en el eje que se extiende desde el centro de la zona de Brillouin hasta el centro

de la cara hexagonal. El grupo puntual de simetŕıa es C3υ y la representación está dada por

Du
Λ = 2Λ1

⊕
2Λ3.

1.2.2. Estructura diamante

Al igual que la zinc blenda las estructuras tipo diamante están constituidas por dos estructuras

cúbicas centradas en las caras desplazadas
√

3
4
a0 en el sentido de la diagonal del cubo, con la

diferencia de que las dos estructuras están constituidas por el mismo elemento. Como en el

caso anterior la zona de Brillouin es la mostrada en la figura 1.4. Las principales direcciones de

simetŕıa se describen a continuación

∆. Punto general en la dirección del eje qy. El grupo puntual de simetŕıa es C4υ y la repre-

sentación está dada por

Du
∆ = ∆1

⊕
∆′2
⊕

2∆5.

Σ. Punto general contenido en el plano qx = qy. El grupo puntual de simetŕıa es C2υ.

Du
Σ = 2Σ1

⊕
Σ2

⊕
2Σ3

⊕
Σ4.

Λ. Punto general en el eje que se extiende desde el centro de la zona de Brillouin hasta el centro

de la cara hexagonal. El grupo puntual de simetŕıa es C3υ y la representación está dada por

Du
Λ = 2Λ1

⊕
2Λ3.
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Figura 1.5: Principales direcciones, puntos y planos de simetŕıa de la primera zona de Billouin

en la estructura hexagonal.

1.2.3. Estructura wurtzita

La estructura tipo wurtzita está compuesta por dos estructuras hexagonales compactas de ele-

mentos diferentes desplazadas uc0 en la dirección axial(c0 es el parámetro de le red en esta

dirección y u = 3
8

en la estructura ideal). La figura 1.5 muestra la zona de Brillouin en los prin-

cipales puntos, direcciones y planos de simetŕıa de esta estructura. Seguidamente se describen

las principales direcciones de simetŕıa.

∆. Punto general en la dirección del eje qz. El grupo puntual de simetŕıa es C6υ y la repre-

sentación está dada por

Du
∆ = 2A1

⊕
2B2

⊕
2E1

⊕
2E2.

Σ. Punto general en la dirección del eje desde el origen a la cara rectangular de la zona de

Brillouin. El grupo puntual de simetŕıa es C2υ y la representación está dada por

Du
Σ = 4A1

⊕
2A2

⊕
4B1

⊕
2B2.
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T. Punto general en la dirección del eje desde el origen a un punto medio de un eje vertical. El

grupo puntual de simetŕıa es C2υ y la representación está dada por

Du
T = 4A1

⊕
2A2

⊕
4B1

⊕
2B2.

1.3. Oscilaciones de la red

1.3.1. Aproximación adiabática

Resolver las ecuaciones del movimiento de los átomos de un cristal es un problema considera-

blemente dif́ıcil, especialmente por el gran número de part́ıculas que lo componen (electrones

e iones). De esta forma las interacciones en un cristal no pueden considerarse como la suma de

interacciones por pares de iones. La manera de simplificar este problema es haciendo la llamada

aproximación adiabática. Esta se basa en el hecho de que la velocidad t́ıpica de los electrones

en el cristal es mucho mayor que la velocidad t́ıpica de los iones. Se sabe que la velocidad de los

electrones es aproximadamente 108 cm/s y la de los iones es del orden de 105 cm/s, por tanto

se asume que los iones se mueven muy lentamente en la escala de velocidades de los electrones.

En todo momento estos últimos estarán en su estado básico para cada configuración iónica

instantánea. De esta forma se pueden estudiar los dos movimientos por separado [41].

1.3.2. Potenciales armónicos

La otra gran dificultad para resolver este problema es que, una vez que se va a estudiar el

movimiento de los iones en un cristal, obtener las ecuaciones del movimiento, considerando

la expresión exacta de la enerǵıa potencial, es una tarea verdaderamente dif́ıcil. Esto se re-

suelve apoyándose en la consideración de que los átomos no se desv́ıan sustancialmente de sus

posiciones de equilibrio, entonces se puede desarrollar en serie de Taylor la enerǵıa potencial en

función de estos pequeños desplazamientos. En esta aproximación, conocida como aproximación

armónica, se obtiene el Hamiltoniano siguiente

H =
∑
nκα

p2
α(nκ)

2mκ
+

1

2

∑
nκα,n′κ′β

Φαβ(nκ, n′κ′)uα(nκ)uβ(n′κ′), (1.6)

donde n, n′ = 1, 2, ..., N numeran las celdas elementales, κ, κ′ = 1, 2, ..., NA numeran los átomos

en una celda, α, β = x, y, z son los ejes coordenados, mκ es la masa del κ -ésimo átomo, pα(nκ)
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es el momento lineal del nκ -ésimo átomo en la dirección α, uα(nκ) es el desplazamiento de la

posición de equilibrio del nκ -ésimo átomo en la dirección α y Φαβ(nκ, n′κ′) son las constantes

de fuerza.

Estas últimas son simétricas respecto a los ı́ndices n, α y κ,

Φαβ(nκ, n′κ′) = Φβα(n′κ′, nκ). (1.7)

De la invariancia de la enerǵıa potencial ante la traslación infinitesimal del sólido como un todo

se deduce la siguiente relación entre ellas

∑
nκ

Φαβ(nκ, n′κ′) =
∑
n′κ′

Φβα(n′κ′, nκ) = 0. (1.8)

Y de la invariancia del sólido ŕıgido ante una traslación en un vector de la red, obtenemos que

Φαβ(nκ, n′κ′) = Φαβ(n− n′κ, 0κ′), (1.9)

es decir las constantes de fuerza sólo dependen de la posición relativa de las celdas elementales

n y n′ [41].

1.3.3. Ecuaciones dinámicas para los fonones

Una vez que se ha hecho la aproximación armónica el problema de las oscilaciones de los iones

en torno a sus posiciones de equilibrio es matemáticamente equivalente a considerar la red

cristalina como si los átomos de la red estuvieran conectados por resortes y su interacción fuera

a través de estos, de esta manera se obtienen 3NA ecuaciones del movimiento (una por cada

componente de los NA iones de la celda elemental) del tipo [41]

ω2uα(κ) =
∑
κ′β

Dαβ(κκ′, ~q)uβ(κ′), (1.10)
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donde Dαβ(κκ′, ~q) es la matriz dinámica, que tiene la siguiente expresión

Dαβ(κκ′, ~q) =
1

√
mκmκ′

∑
n′

Φαβ(nκ, n′κ′) exp(−i~q · [~R(n)− ~R(n′)]), (1.11)

donde ~R(n) denota el vector de posición de la celda elemental. Esta matriz es hermı́tica

Dαβ(κκ′, ~q) = D∗βα(κ′κ, ~q) (1.12)

y cumple la propiedad

Dαβ(κκ′,−~q) = D∗αβ(κκ′, ~q). (1.13)

Si la matriz de las constantes de fuerza Φ es invariante ante determinada transformación de

simetŕıa S, siendo S unitaria, es válida la relación

SΦS† = Φ. (1.14)

Utilizando esta última ecuación se pueden establecer ciertas dependencias entre los diferentes

elementos matriciales de la matriz de constantes de fuerza.

1.3.4. Cadena lineal diatómica.

En el modelo de cadena lineal se considera un arreglo periódico unidimensional de celdas ele-

mentales, cuyo periodo denotaremos por a, donde los átomos están conectados por resortes. En

este caso consideraremos una celda con dos átomos, en general de masas diferentes m1 y m2. En

la figura 1.6 se muestra un esquema de esta cadena lineal, donde se representan las constantes



18 Fundamentos teóricos generales

Figura 1.6: Cadena lineal diatómica. En la figura, las κkij denotan las constantes de fuerza

entre los diferentes vecinos, donde los indices i, j = 1, 2 representan los tipos de átomos y el

supráındice k representa la diferencia de celda elemental entre los átomos interactuantes.

de interacción entre los átomos. Escribiremos las ecuaciones de movimiento considerando la

interacción hasta las dos celdas elementales más cercanas. Las soluciones de las ecuaciones de

movimiento correspondientes a una cadena lineal de este tipo se pueden proponer como ondas

planas (uj(n) = uj0e
i(nqa−ωt), j = 1, 2). De esta forma se tiene que las ecuaciones de movimiento

adoptan la forma (1.15)
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m1
d2u1(n)

dt2
= (K + 4κ1

11 sen2[
qa

2
] + 4κ2

11 sen2[qa])u1(n) (1.15)

+ (κ0
12 + κ1

12e
iqa + κ2

12e
−iqa + κ3

12e
2iqa + κ4

12e
−2iqa)u2(n),

m2
d2u2(n)

dt2
= (κ0

12 + κ1
12e
−iqa + κ2

12e
iqa + κ3

12e
−2iqa + κ4

12e
2iqa)u1(n)

+ (K + 4κ1
22 sen2[

qa

2
] + 4κ2

22 sen2[qa])u2(n),

donde K = κ0
12 + κ1

12 + κ2
12 + κ3

12 + κ4
12. Las ecuaciones (1.15) conducen al siguiente problema

de autovalores

(
ω2 −D11(q) D12(q)

D∗12(q) ω2 −D22(q)

)
= 0, (1.16)

donde

D11(q) =
1

m1

(
K + 4κ1

11 sen2
[qa

2

]
+ 4κ2

11 sen2[qa]
)
, (1.17)

D22(q) =
1

m2

(
K + 4κ1

22 sen2
[qa

2

]
+ 4κ2

22 sen2[qa]
)
,

D12(q) =
1

√
m1m2

(
κ0

12 + κ1
12 e

iqa +κ2
12 e
−iqa +κ3

12 e
2iqa +κ4

12 e
−2iqa

)
.

Las soluciones de (1.16) que son denominadas rama acústica y rama óptica, y se denotan por

ωac(q) y ωop(q) están dadas por

ωac(q) =

√√√√D11(q) +D22(q)

2
−

√(
D11(q)−D22(q)

2

)2

+ |D12(q)|2,(1.18)

ωop(q) =

√√√√D11(q) +D22(q)

2
+

√(
D11(q)−D22(q)

2

)2

+ |D12(q)|2 .
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Figura 1.7: Esquema representativo de las ramas acústica y óptica de una cadena lineal di-

atómica.

En la figura 1.7 se muestra una representación de estas ramas acústica y óptica de una cade-

na lineal diatómica. En el próximo caṕıtulo obtendremos las ecuaciones de movimiento de las

estructuras cristalinas diamante y zinc blenda considerando la interacción hasta terceros veci-

nos. En esta aproximación se determina en las direcciones de alta simetŕıa el desacoplamiento

de las ramas de dispersión y se obtiene la equivalencia con las ramas de la cadena lineal del

tipo (1.18).



Caṕıtulo 2

Relaciones de dispersión en el modelo

de constantes de fuerza para materiales

con estructuras diamante y zinc blenda

2.1. Oscilaciones de la red en materiales con estructuras

diamante y zinc blenda

Como hab́ıamos visto en la sección 1.1 tanto el diamante como la zinc blenda son estructuras

cúbicas centradas en las caras. En estas estructuras utilizando la aproximación de interacción

hasta terceros vecinos escribimos las ecuaciones dinámicas de la red de manera general para

una dirección arbitraria y las particularizamos para las direcciones principales de alta simetŕıa.

La Tabla 2.1 muestra las posiciones de los primeros, segundos y terceros vecinos, los cuales se

denotan por Pi, Si y Ti respectivamente.

El átomo de referencia y los segundos vecinos son del tipo k, por su parte los primeros y terceros

vecinos son del tipo κ′ (ver sección 1.1 y tabla 2.1). Esto hace que a la matriz dinámica D(κκ′, ~q)

contribuyan solamente los primeros y terceros vecinos. Los primeros vecinos son invariantes ante

el grupo puntual C3υ [40], que es el grupo del triángulo equilátero; o sea, la rotación C3 y los

planos de inversión que pasan por las bisectrices de los ángulos del triángulo, perpendiculares

al mismo, y se interceptan en el eje de orden 3. Por ejemplo, para los operadores de rotación de

tercer orden e inversión del átomo situado en ~P0 + ~τ(κ′) se obtienen fácilmente las siguientes

representaciones

21
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Vecinos ~Rn |~r(n, k)|

Primeros P0 = (0, 0, 0) P1 = (a0/2,−a0/2, 0)
√

3
4
a0

P2 = (0,−a0/2,−a0/2) P3 = (a0/2, 0,−a0/2)

Segundos S0 = (a0/2, a0/2, 0) S1 = (−a0/2, a0/2, 0)

S2 = (−a0/2,−a0/2, 0) S3 = (a0/2,−a0/2, 0)

S4 = (0, a0/2, a0/2) S5 = (0,−a0/2, a0/2)
√

2
2
a0

S6 = (0,−a0/2,−a0/2) S7 = (0, a0/2,−a0/2)

S8 = (a0/2, 0, a0/2) S9 = (−a0/2, 0, a0/2)

S10 = (−a0/2, 0,−a0/2) S11 = (a0/2, 0,−a0/2)

Terceros T0 = (0, a0/2,−a0/2) T1 = (a0/2, 0, a0/2)

T2 = (a0/2, a0/2, 0) T3 = (0,−a0/2, a0/2)

T4 = (−a0/2, 0,−a0/2) T5 = (−a0/2,−a0/2, 0)
√

11
4
a0

T6 = (a0,−a0/2,−a0/2) T7 = (a0/2,−a0,−a0/2)

T8 = (a0/2,−a0/2,−a0) T9 = (a0, 0, 0)

T10 = (0,−a0, 0) T11 = (0, 0,−a0)

Tabla 2.1: Posición de los tres primeros vecinos y su distancia al origen, para un sistema cúbico

centrado en las caras con dos átomos en la celda elemental.
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C3 =


0 0 −1

−1 0 0

0 1 0

 , συ =


0 −1 0

−1 0 0

0 0 1

 . (2.1)

La matriz de constantes de fuerza del átomo P0 se puede escribir de manera general en la forma

ΦP0
=


α11 α12 α13

α21 α22 α23

α31 α32 α33

 . (2.2)

El hecho de que la matriz de constantes de fuerza ΦP0 sea invariante ante la composición de las

transformaciones (2.1) se expresa mediante la condición (1.14)

συC3ΦP0
Ct

3σ
t
υ = ΦP0

. (2.3)

De está forma vemos cuantos elementos de la matriz son independientes y la relación del resto

de los elementos con ellos.

Mediante (2.3) se obtienen dos constantes de fuerza independientes. Para obtener las matrices de

constantes de fuerza de los tres primeros vecinos (Pi) restantes, se aplican las transformaciones

de simetŕıa Cz
4 , σxyυ C

z
4 y σxyυ C

z
4 a ΦP0 y aśı se obtienen ΦP1 , ΦP2 y ΦP3 respectivamente.
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ΦP0
=


α11 −α12 −α12

−α12 α11 α12

−α12 α12 α11

 , (2.4)

ΦP1
=


α11 −α12 α12

−α12 α11 −α12

α12 −α12 α11

 ,

ΦP2
=


α11 α12 α12

α12 α11 α12

α12 α12 α11

 ,

ΦP3
=


α11 α12 −α12

α12 α11 −α12

−α12 −α12 α11

 .

Los terceros vecinos tienen iguales posiciones en la celda elemental que los primeros vecinos, o

sea, las posiciones de estos se obtienen a partir de las posiciones de los primeros vecinos, por

medio de traslaciones en un vector de la red. Como las matrices de constantes de fuerza son

invariantes ante las traslaciones en un vector de la red ~Rn, las matrices de constantes de fuerza

de los terceros vecinos tienen la misma forma que las matrices de constantes de fuerza de los

primeros vecinos. Las relaciones entre unas y otras se muestra en (2.5).

ΦT9 = ΦT10 = ΦT11 ⇒ ΦP0
, (2.5)

ΦT2 = ΦT5 = ΦT8 ⇒ ΦP1
,

ΦT0 = ΦT3 = ΦT6 ⇒ ΦP2
,

ΦT1 = ΦT4 = ΦT7 ⇒ ΦP3
.

Haciendo uso de las relaciones (2.5) y denotando las constantes de fuerza de los terceros vecinos

por γij se tiene que las matrices de constantes de fuerza de los terceros vecinos están dadas por
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ΦT9 = ΦT10 = ΦT11 =


γ11 −γ12 −γ12

−γ12 γ11 γ12

−γ12 γ12 γ11

 , (2.6)

ΦT2 = ΦT5 = ΦT8 =


γ11 −γ12 γ12

−γ12 γ11 −γ12

γ12 −γ12 γ11

 ,

ΦT0 = ΦT3 = ΦT6 =


γ11 γ12 γ12

γ12 γ11 γ12

γ12 γ12 γ11

 ,

ΦT1 = ΦT4 = ΦT7 =


γ11 γ12 −γ12

γ12 γ11 −γ12

−γ12 −γ12 γ11

 .

Teniendo en cuenta las posiciones de las celdas elementales de los átomos, ver tabla 2.1, se tiene

que la matriz dinámica Dαβ(κκ′, ~q) que determina la interacción con los primeros y terceros

vecinos está dada por

Dαβ(κκ′, ~q) =
1

√
mκmκ′

[ΦP0
+ ΦP1

ei(qx−qy)
a0
2 + ΦP2

e−i(qy+qz)
a0
2 + ΦP3

ei(qx−qz)
a0
2

+ ΦT0(e
i(qy−qz)

a0
2 + e−i(qy−qz)

a0
2 + ei(2qx−qy−qz)

a0
2 )

+ ΦT1(e
i(qx+qz)

a0
2 + e−i(qx+qz)

a0
2 + ei(qx−2qy−qz)

a0
2 ) (2.7)

+ ΦT2(e
i(qx+qy)

a0
2 + e−i(qx+qy)

a0
2 + ei(qx−qy−2qz)

a0
2 )

+ ΦT9(e
iqxa0 + e−iqya0 + e−iqza0).

Como se ha considerado sólo la interacción hasta terceros vecinos para calcular D (κκ, ~q) sólo

se tiene en cuenta los segundos vecinos. Estos átomos son invariantes ante el grupo puntual

C2υ, que es el que deja invariante un rectángulo; o sea, las rotaciones C2 y las reflexiones en
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dos planos mutuamente perpendiculares que se interceptan en el eje de rotación [40]. Para S0

las operaciones de simetŕıa se representarán por las matrices

C2=


0 1 0

1 0 0

0 0 −1

 , συ =


1 0 0

0 1 0

0 0 −1

 . (2.8)

La matriz de constantes de fuerza del átomo S0 se escribe de manera general en la forma

ΦS0
=


β11 β12 β13

β21 β22 β23

β31 β32 β33

 . (2.9)

Mediante el mismo procedimiento que en el caso anterior se obtienen los parámetros indepen-

dientes de la matriz de constantes de fuerza y la forma que tienen éstas para los restantes

segundos vecinos. A continuación se listan las matrices de constantes de fuerza de los segundos

vecinos restantes. Estas se obtienen aplicando a ΦS0 las transformaciones de simetŕıa corres-

pondientes en cada caso.

ΦS0
= ΦS2

=


β11 β12 0

β12 β11 0

0 0 β33

 , ΦS1
= ΦS3

=


β11 −β12 0

−β12 β11 0

0 0 β33

 ,(2.10)

ΦS4
= ΦS6

=


β33 0 0

0 β11 β12

0 β12 β11

 , ΦS5
= ΦS7

=


β33 0 0

0 β11 −β12

0 −β12 β11

 ,

ΦS8
= ΦS10

=


β11 0 β12

0 β33 0

β12 0 β11

 , ΦS9
= ΦS11

=


β11 0 −β12

0 β33 0

−β12 0 β11

 .
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Aprovechando la propiedad de simetŕıa (1.8) se obtiene la matriz de constantes de fuerza

Φαβ (nκ, nκ) .

Φαβ (nκ, nκ) = −4 (α11 + 3γ11 + 2β11 + β33) Î , (2.11)

donde Î es la matriz unidad de orden tres.

La matriz dinámica de interacción con los segundos vecinos está dada por la expresión

Dαβ(κκ, ~q) =
1

mκ
(Φαβ(nκ, nκ) + 2ΦS0

cos

[
(qx + qy)a0

2

]
+ 2ΦS1

cos

[
(qx − qy)a0

2

]
+ 2ΦS4

cos

[
(qy + qz)a0

2

]
+ 2ΦS5

cos

[
(qy − qz)a0

2

]
(2.12)

+ 2ΦS8
cos

[
(qx + qz)a0

2

]
+ 2ΦS9

cos

[
(qx − qz)a0

2

]
).

Teniendo en cuenta que los átomos κ′ y κ poseen las mismas propiedades de simetŕıa (la posición

de κ′ se obtiene haciendo una traslación ~τ (κ′) de κ, en la celda elemental) la matriz dinámica

de interacción entre átomos κ′ tiene la misma forma que la matriz dinámica de interacción

entre átomos κ. En el caso de la estructura diamante que tiene dos átomos iguales en la celda

elemental Dαβ(κ′κ′, ~q) = Dαβ(κκ, ~q). En la estructura zinc blenda que tiene átomos diferentes

en la celda elemental, la matriz Dαβ(κ′κ′, ~q) tiene la misma forma que la matriz Dαβ(κκ, ~q) pero

las constantes de fuerza son diferentes, las cuales denotaremos por δij. En las secciones siguentes

se obtiene la relación entre el problema 3D de las oscilaciones de la red de estas estructuras, en

direcciones de alta simetŕıa y las cadenas lineales equivalentes en cada caso.

2.1.1. Constantes de fuerza y relaciones de dispersión en materiales

con estructura diamante

Conociendo la matriz dinámica (1.11) dada por (2.7) y (2.12), se pueden escribir las ecuaciones

de movimiento del problema tridimensional de las oscilaciones de la red en cualquier dirección

de la zona de Brillouin. En las direcciones ΓX → [100], ΓL → [111] y ΓKX → [110] las

oscilaciones longitudinales se desacoplan de las transversales y en cada caso se pueden describir
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Cadena Lineal Problema 3D Longitudinal Problema 3D Transversal

κ0
12 −(2α11 + 4γ11) −(2α11 + 4γ11 − 2α12 − 4γ12)

κ1
12 −(2α11 + 4γ11) −(2α11 + 4γ11 + 2α12 + 4γ12)

κ2
12 −2γ11 −(2γ11 + 2γ12)

κ3
12 −2γ11 −(2γ11 − 2γ12)

κ4
12 0 0

κ1
11 = κ1

22 −4β11 = −4δ11 −(2β11 + 2β33)=−(2δ11 + 2δ33)

κ2
11 = κ2

22 0 0

Tabla 2.2: Relación entre las constantes de fuerza del problema 3D en la dirección ΓX en el

diamante y las constantes de fuerza de la cadena lineal equivalente.

mediante un modelo de cadena lineal. En las tablas 2.2, 2.3 y 2.4 se muestra la relación entre las

constantes de fuerza del problema 3D y las constantes de fuerza de la cadena lineal equivalente

en cada caso. Las constantes de fuerza del problema 3D y las constantes de fuerza de las cadenas

lineales equivalentes a los diferentes modos, dadas en las tablas 2.2, 2.3 y 2.4 se obtienen

ajustando las relaciones de dispersión en el centro y borde de la zona de Brillouin a datos

experimentales. De esta forma al determinar todos los parámetros independientes del problema

se obtienen las relaciones de dispersión en cualquier dirección de la zona de Brillouin. La

representación de las ecuaciones de movimiento de las oscilaciones de la red en direcciones de

alta simetŕıa a partir de las ecuaciones del modelo de cadena lineal, además de simplificar las

ecuaciones de trabajo, permite conocer la contribución de las diferentes esferas de coordinación

(grupos de vecinos) a las relaciones de dispersión. En las tablas 2.6 y 2.7 se muestran las

constantes de fuerza del problema 3D y de las constantes de fuerza de las cadenas lineales

equivalentes obtenidas por este método para C, Si, Ge y α-Sn, los datos para el ajuste fueron

tomados de [42], [43], [44] y [45] respectivamente. En las figuras 2.1, 2.2, 2.3 y 2.4 se muestran

las relaciones de dispersión obtenidas para estos materiales. Estas relaciones de dispersión no

muestran muy buena concordancia con los datos experimentales que se comparan, aunque

describen cualitativamente el comportamiento de las ramas. En trabajos anteriores [46] se

mostró que para obtener una buena concordancia de las relaciones de dispersión con datos

experimentales se necesita considerar la interacción hasta quintos vecinos. Sin embargo para

hacer el ajuste considerando la interacción hasta terceros vecinos, solamente se necesita conocer

las frecuecias en el centro y borde de la primera zona de Brillouin.
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Cadena Lineal Problema 3D Longitudinal Problema 3D Transversal

κ0
12 −(α11 + 6γ11 + 2α12 − 4γ12) −(α11 + 6γ11 − α12 + 2γ12)

κ1
12 −(3α11 + 3γ11 − 2α12 − 2γ12) −(3α11 + 3γ11 + α12 + γ12)

κ2
12 −(3γ11 + 6γ12) −(3γ11 − 3γ12)

κ3
12 0 0

κ4
12 0 0

κ1
11 = κ1

22 −(2β11 + 2β12 + β33) −(2β11 − β12 + β33)

= −(2δ11 + 2δ12 + δ33) = −(2δ11 − δ12 + δ33)

κ2
11 = κ2

22 0 0

Tabla 2.3: Relación entre las constantes de fuerza del problema 3D en la dirección ΓL en el

diamante y las constantes de fuerza de la cadena lineal equivalente.

Cadena Lineal Problema 3D Transversal

κ0
12 −(2α11 + 2γ11 + 2α12 + 2γ12)

κ1
12 −(α11 + 3γ11 − α12 + γ12)

κ2
12 −(α11 + 3γ11 − α12 + γ12)

κ3
12 −(2γ11 − 2γ12)

κ4
12 −(2γ11 − 2γ12)

κ1
11 = κ1

22 −(2β11 + 2β33) = −(2δ11 + 2δ33)

κ2
11 = κ2

22 −(β11 − β12) = −(δ11 − δ12)

Tabla 2.4: Relación entre las constantes de fuerza del problema 3D en la dirección ΓKX en el

diamante y las constantes de fuerza de la cadena lineal equivalente.
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Tabla 2.5: Frecuencias en los puntos de alta simetŕıa Γ, X y L de C, Si, Ge y α-Sn con

estructura tipo diamante. Todos los datos están dados en THz. Ref. [45].

ω(THz) ΓLO/TO XTA XLA/LO XTO LTA LLA LLO LTO

C

39.7 24.0 36.8 32.8 16.8 32.4 38.2 36.9

39.9 23.6 36.7 33.1 16.5 32.4 37.9 37.1

38.6 23.4 35.7 31.6 16.4 31.1 37.3 35.7

38.9 23.2 35.8 32.1 16.2 31.5 37.2 36.1

39.0 23.4 35.9 32.1 16.4 32.5 37.4 36.1

40.4 24.0 36.8 32.9 16.7 32.1 38.4 37.3

41.0 24.1 37.3 33.6 16.8 32.7 38.7 37.9

40.3 24.2 36.1 32.6 16.4 31.0 37.2 36.3

Si

15.5 4.4 12.4 14.0 3.3 11.3 12.6 14.8

15.2 4.2 12.1 13.6 3.2 11.1 12.1 14.4

15.3 4.0 12.2 13.7 3.1 11.1 12.3 14.6

15.4 4.2 12.3 13.8 3.2 11.2 12.4 14.6

15.9 4.7 12.6 14.1 3.5 11.6 12.7 15.1

15.8 4.7 12.6 14.0 3.5 1.6 12.5 15.0

15.5 4.5 12.3 13.9 3.4 11.4 12.6 14.7

Ge

9.17 2.40 7.28 8.24 1.86 6.72 7.34 8.72

8.71 2.33 6.97 7.85 1.90 6.50 6.97 8.31

8.78 2.20 7.02 7.97 1.81 6.48 7.09 8.40

8.91 2.14 7.12 8.14 1.79 6.51 7.27 8.55

9.16 2.40 7.29 8.26 1.85 6.74 7.37 8.74

9.01 2.43 7.16 8.07 1.85 6.68 7.17 8.57

9.11 2.40 7.22 8.27 1.89 6.66 7.34 8.69

α-Sn

5.9 1.2 4.7 5.5 1.1 4.2 4.9 5.7

5.83 1.05 4.83 5.86 1.01 4.16 5.19 5.99

5.45 1.23 4.56 5.45 1.10 4.01 4.78 5.62

5.51 1.08 4.60 5.55 1.02 4.01 4.88 5.70

5.70 0.94 4.68 5.68 0.95 4.04 5.03 5.82

6.10 1.10 4.75 5.73 0.86 4.19 5.06 5.92

5.86 1.21 4.56 5.42 0.92 4.11 4.77 5.65

6.0 1.3 4.7 5.5 1.0 4.2 4.9 5.7
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Constantes de Fuerza α11 α12 β11=δ11 β12=δ12 β33=δ33 γ11 γ12

C -4.11 -0.99 -0.58 -0.60 0.55 -0.05 -0.04

Si -1.55 -0.84 -0.09 -0.08 0.17 -0.05 -0.06

Ge -1.36 -0.77 -0.08 -0.08 0.14 -0.04 -0.05

α-Sn -1.02 -0.56 -0.05 -0.06 0.10 0.04 0.05

Tabla 2.6: Constantes de fuerza del problema 3D para cristales de Carbono, Silicio, Germanio

y Estaño con estructura tipo diamante. Las unidades están dadas en 105 dyn/cm.

Constantes de Fuerza κ0
12 κ1

12 κ2
12 κ3

12 κ4
12 κ1

11 = κ1
22 κ2

11 = κ2
22

L[100] 8.03 8.03 -0.09 -0.09 0 2.32 0

T[100] 10.17 5.89 -0.17 -0.01 0 0.05 0

C L[111] 10.44 5.65 0 -0.22 0 1.80 0

T[111] 13.05 2.92 0 -0.10 0 0.01 0

T[110] 10.18 2.86 2.86 -0.01 -0.01 0.06 -0.02

L[100] 2.90 2.90 -0.10 -0.10 0 0.36 0

T[100] 4.81 1.00 -0.21 0.01 0 -0.15 0

Si L[111] 3.16 2.71 0 -0.27 0 0.18 0

T[111] 5.18 0.52 0 -0.10 0 -0.07 0

T[110] 4.80 0.39 0.39 0.01 0.01 -0.16 0.01

L[100] 2.54 2.54 -0.08 -0.08 0 0.31 0

T[100] 4.28 0.80 -0.19 0.01 0 -0.13 0

Ge L[111] 2.72 2.42 0 -0.23 0 0.17 0

T[111] 4.55 0.43 0 -0.08 0 -0.07 0

T[110] 4.26 0.31 0.31 0.02 0.02 -0.13 0.00

L[100] 1.86 1.86 -0.084 -0.084 0 0.20 0

T[100] 3.18 0.55 -0.18 0.01 0 -0.10 0

α-Sn L[111] 2.10 1.69 0 -0.22 0 0.13 0

T[111] 3.34 0.30 0 -0.08 0 -0.06 0

T[110] 3.17 0.18 0.18 0.01 0.01 -0.10 -0.01

Tabla 2.7: Constantes de fuerza de las cadenas lineales equivalentes a los diferentes modos

del problema 3D para cristales de Carbono, Silicio, Germanio y Estaño con estructura tipo

diamante. Las unidades están dadas en 105 dyn/cm.
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Figura 2.1: Relaciones de dispersión fonónicas del C con estructura. Los puntos (diamantes

negros) fueron tomados de experimentos de espectroscopia Raman [42].
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Figura 2.2: Relaciones de dispersión fonónicas del Si con estructura diamante. Los puntos

(diamantes negros) fueron tomados de un experimento de dispersion inelástica de neutrones

[43].
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Figura 2.3: Relaciones de dispersión fonónicas del Ge con estructura diamante. Los puntos

(diamantes negros) fueron tomados de [47].
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Figura 2.4: Relaciones de dispersión fonónicas del α-Sn con estructura diamante. Los puntos

(diamantes negros) fueron tomados de [48].
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2.1.2. Constantes de fuerza y relaciones de dispersión en materiales

con estructura zinc blenda

En la estructura zinc blenda los dos átomos de la celda elemental son de diferente especie y

el enlace es parcialmente iónico. Esto hace que sea necesario considerar en las ecuaciones de

movimiento la interacción de largo alcanse para describir el rompimiento de la degeneración

entre el modo longitudinal óptico y los modos transversales ópticos, en el centro de la zona

de Brillouin. Una forma de considerar la interacción de largo alcanse es añadiendo a la matriz

dinámica (1.11) la expresión (2.13), Ref. [49]. Esta última se obtiene considerando el efecto de

la polarización de la red cristalina; describe correctamente el desdoblamiento entre la frecuencia

LO y TO en el centro de la zona de Brillouin y no contribuye en la frontera de la primera zona

de Brillouin.

4πe2

V
√
mκmκ′

{
[~q · Z∗(κ)]α[~q · Z∗(κ′)]β

|~q|2

}
× exp{−2πi~g · [~r(κ)− ~r(κ′)]} × (1 + cos(π|~q|/|~qBZ |)

2
.(2.13)

donde: e es la carga elemental, Z∗ el tensor de carga efectiva, ~q es el vector de onda centrado de

un vector de la red rećıproca ~g, V es el volumen de la celda elemental, (mκ, mκ′) y (~r(κ), ~r(κ′))

la masa y posición de los átomos, y el vector de onda ~qBZ paralelo a ~q, tiene una magnitud

igual a la distancia del centro a la frontera de la zona de Brillouin en esa dirección. En las

tablas 2.8, 2.9 y 2.10 se muestra la relación entre las constantes de fuerza del problema 3D y

las constantes de fuerza del modelo de cadena lineal en la estructura zinc blenda, el término

Ω = 4πe2

V
√
mκmκ′

Z2 resume la contribución de (2.13).

De igual forma que se hizo en la sección anterior para la estructura tipo diamante, las constantes

de fuerza del problema 3D y las constantes de fuerza de la cadena lineal se obtienen ajustando

las relaciones de dispersión en las direcciones de alta simetŕıa en el centro y borde de la zona de

Brillouin. La Tabla 2.11 muestra frecuencias experimentales y resultados de cálculos ab initio

en los principales puntos de alta simetŕıa para Nitruro de Boro (BN), Nitruro de Aluminio

(AlN), Nitruro de Galio (GaN) y Nitruro de Indio (InN) con estructura zinc blenda. En las

tablas 2.12 y 2.13 se muestran respectivamente los resultados de las constantes de fuerza del

problema tridimensional y de las constantes de fuerza de las cadenas lineales equivalentes.

Las figuras 2.5, 2.6, 2.7 y 2.8 muestran las relaciones de dispersión en las direcciones ΓX, ΓL

y ΓKX de los nitruros de Boro, Aluminio , Galio e Indio con estructura zinc blenda. Las fre-

cuencias necesarias como datos de entrada, se tomaron de cálculos de primeros principios[50]

en todos los casos. En las figuras las relaciones de dispersión de este trabajo se comparan con

cálculos ab initio, los cuales se representan por diamantes negros. Se observa que en general
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Cadena Lineal Problema 3D Longitudinal Problema 3D Transversal

κ0
12 −(2α11 + 4γ11 + Ω

2
) −(2α11 + 4γ11 − 2α12 − 4γ12)

κ1
12 −(2α11 + 4γ11 + Ω

4
) −(2α11 + 4γ11 + 2α12 + 4γ12)

κ2
12 −(2γ11 + Ω

4
) −(2γ11 + 2γ12)

κ3
12 −2γ11 −(2γ11 − 2γ12)

κ4
12 0 0

κ1
11 −(4β11 − Ω

4
) −(2β11 + 2β33)

κ1
22 −(4δ11 − Ω

4
) −(2δ11 + 2δ33)

κ2
11 0 0

κ2
22 0 0

Tabla 2.8: Relación entre las constantes de fuerza del problema 3D en la dirección ΓX en la

zinc blenda y las constantes de fuerza de la cadena lineal equivalente.

Cadena Lineal Problema 3D Longitudinal Problema 3D Transversal

κ0
12 −(α11 + 6γ11 + 2α12 − 4γ12 + Ω

2
) −(α11 + 6γ11 − α12 + 2γ12)

κ1
12 −(3α11 + 3γ11 − 2α12 − 2γ12 + Ω

4
) −(3α11 + 3γ11 + α12 + γ12)

κ2
12 −(3γ11 + 6γ12 + Ω

4
) −(3γ11 − 3γ12)

κ3
12 0 0

κ4
12 0 0

κ1
11 −(2β11 + 2β12 + β33 − Ω

4
) −(2β11 − β12 + β33)

κ1
22 = −(2δ11 + 2δ12 + δ33 − Ω

4
) = −(2δ11 − δ12 + δ33)

κ2
11 0 0

κ2
22 0 0

Tabla 2.9: Relación entre las constantes de fuerza del problema 3D en la dirección ΓL en la

zinc blenda y las constantes de fuerza de la cadena lineal equivalente.
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Cadena Lineal Problema 3D Transversal

κ0
12 −(2α11 + 2γ11 + 2α12 + 2γ12)

κ1
12 −(α11 + 3γ11 − α12 − 3γ12)

κ2
12 −(α11 + 3γ11 − α12 − 3γ12)

κ3
12 −(2γ11 − 2γ12)

κ4
12 −(2γ11 − 2γ12)

κ1
11 −(2β11 + 2β33)

κ1
22 −(2δ11 + 2δ33)

κ2
11 −(β11 − β12)

κ2
22 −(δ11 − δ12)

Tabla 2.10: Relación entre las constantes de fuerza del problema 3D en la dirección ΓKX en

la zinc blenda y las constantes de fuerza de la cadena lineal equivalente.

las ramas calculadas muestran buena concordancia con los cálculos ab initio mencionados. Este

resultado es significativo teniendo en cuenta que a pesar de que se consideró sólo interacción

hasta segundos vecinos, las ramas de dispersión muestran mejor concordancia que las ramas

determinadas en la sección anterior para materiales con estructura tipo diamante. Esto puede

estar dado por el hecho de que el modelo de constantes de fuerza funciona mejor cuando el

enlace es parcialmente iónico que cuando es covalente. Se puede observar que esta concordancia

es especialmente buena para los modos desacoplados, tanto en las direcciones ΓX y ΓL, como

ΓKX. En nuestra consideración esto está dado por el hecho de que en la aproximación de inter-

acción hasta segundos vecinos considerada, se logra describir con más éxito el comportamiento

de estas ramas más simples que dependen de menos constantes de fuerza. Otro factor a tener

en cuenta es la discrepancia que aún existe en los reportes de las frecuencias que se usan como

datos de entrada, ver tabla 2.11.
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Tabla 2.11: Frecuencias en los puntos de alta simetŕıa Γ, X y L de BN, AlN, GaN y InN en la

estructura zinc blenda. Todos los datos están dados en cm−1 .

ω(cm−1) ΓLO ΓTO XTA XLA XLO XTO LTA LLA LLO LTO

BN

a 1280 1061 706 1018 1154 939 487 982 1149 1009

b 1308 1066 713 1031 1167 929 503 991 1150 1008

c 1308 1052 682 1028 1110 913 441 981 1197 981

∆ω 28 14 31 13 47 26 62 10 48 28

AlN

a 890 665 341 588 716 668 226 585 735 655

d 903 656 308 608 742 646 219 577 769 639

c 907 662 340 590 734 674 230 582 750 656

∆ω 17 6 33 20 26 28 11 8 34 17

GaN

a 746 567 197 351 695 623 138 349 708 587

e 737 552 189 346 704 621 134 340 717 591

c 750 560 195 353 709 628 139 345 720 585

∆ω 13 15 8 7 14 7 5 9 12 6

InN

a 596 467 116 231 567 518 78 227 573 488

f 585 468 116 195 556 495 82 197 579 478

∆ω 6 1 0 36 11 23 4 30 6 10

a) Ref.[50]: Primeros principios b) Ref.[51], d) Ref.[12], e) Ref.[13]: ab initio, c) Ref.[9]: Modelo

adiabático de la carga ligada, f) Ref.[53]: Dispersión Raman.
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Constantes de Fuerza α11 α12 β11 β12 β33 δ11 δ12 δ33 Ω

BN -2.57 -0.85 -0.71 -1.28 0.06 -0.70 -0.26 0.70 -4.68

AlN -1.52 -1.20 -0.29 -0.42 0.29 -0.49 -0.46 -0.11 -4.82

GaN -1.40 -1.76 -0.28 -0.35 0.19 -0.45 -0.40 -0.48 -4.10

InN -1.01 -1.55 -0.17 -0.19 0.11 -0.31 -0.37 -0.60 -2.56

Tabla 2.12: Constantes de fuerza del problema 3D para cristales de BN, AlN, GaN y InN con

estructura tipo zinc blenda. Las unidades están dadas en 105 dyn/cm.

Constantes de Fuerza κ0
12 κ1

12 κ2
12 κ3

12 κ4
12 κ1

11 κ1
22 κ2

11 κ2
22

L[100] 7.47 6.30 1.17 0 0 1.69 1.64 0 0

T[100] 6.84 3.43 0 0 0 1.31 0.02 0 0

BN L[111] 8.34 5.44 1.17 0 0 2.76 0.06 0 0

T[111] 8.55 1.72 0 0 0 0.09 0.45 0 0

T[110] 6.84 1.72 1.72 0 0 1.31 0.02 -0.57 0.44

L[100] 5.46 4.25 1.21 0 0 -0.04 0.75 0 0

T[100] 5.44 0.65 0 0 0 0.00 1.20 0 0

AlN L[111] 4.59 5.12 1.21 0 0 -0.07 0.80 0 0

T[111] 5.77 0.33 0 0 0 -0.13 0.64 0 0

T[110] 5.44 0.33 0.33 0 0 0.00 1.20 -0.13 0.03

L[100] 4.85 3.83 1.02 0 0 0.10 0.78 0 0

T[100] 6.33 -0.72 0 0 0 0.18 1.87 0 0

GaN L[111] 2.73 5.95 1.02 0 0 0.04 1.17 0 0

T[111] 5.97 -0.36 0 0 0 0.02 0.99 0 0

T[110] 6.33 -0.36 -0.36 0 0 0.17 1.87 -0.07 -0.05

L[100] 3.32 2.68 0.64 0 0 0.03 0.63 0 0

T[100] 5.14 -1.06 0 0 0 0.11 1.83 0 0

InN L[111] 1.23 4.76 0.64 0 0 -0.04 1.34 0 0

T[111] 4.60 -0.53 0 0 0 0.03 0.86 0 0

T[110] 5.13 -0.53 -0.53 0 0 0.11 1.83 -0.02 -0.05

Tabla 2.13: Constantes de fuerza de las cadenas lineales equivalentes a los diferentes modos

del problema 3D para cristales de BN, AlN, GaN y InN con estructura tipo zinc blenda. Las

unidades están dadas en 105 dyn/cm.
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Figura 2.5: Relaciones de dispersión fonónicas para el BN con estructura zinc blenda. Los puntos

(diamantes negros) fueron tomados de cálculos ab initio [51].
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Caṕıtulo 3

Relaciones de dispersión en el modelo

de constantes de fuerza para materiales

con estructura wurtzita

3.1. Oscilaciones de la red en materiales con estructura

wurtzita

En este caṕıtulo se estudian las oscilaciones de la red en materiales con estructura wurtzita. En

esta estructura cristalizan los nitruros del grupo-III en los cuales centraremos nuestro analisis.

La estructura wurtzita tiene cuatro átomos en la celda elemental, dos por cada elemento del

compuesto en cuestión. En lo adelante a los átomos de (B, Al, Ga e In) los denotaremos

por X y a los átomos de Nitrogeno por N. Por su parte las coordenadas de los átomos de

la base las denotaremos por κX = (0, 0, 0), κN = (0, 0, uc0), κ′X = (1
2
a0,

√
3

6
a0,

1
2
c0) y κ′N =

(1
2
a0,

√
3

6
a0, (u − 1

2
)c0). Para obtener las ecuaciones de movimiento basta analizar los vecinos

de un átomo de cada elemento y las ecuaciones de movimiento de los dos átomos restantes se

obtienen usando las propiedades de simetŕıa de la matriz dinámica (1.11). En este caso para

escribir las ecuaciones del movimiento se analizará el átomo del tipo X ubicado en la posición

(0, 0, 0) y el átomo de N ubicado en la posición (0, 0, uc0). Las Tablas 3.1 y 3.2 muestran la

posición de la celda elemental de los primeros, segundos y terceros vecinos de los átomos de X

y N antes mencionados. Los primeros, segundos y terceros vecinos se denotan por P j
i , Sji y T ji

respectivamente, donde j = X,N representa si nos estamos refiriendo a un átomo de tipo X o

un átomo de tipo N.

Siguiendo el mismo procedimiento utilizado para las estructuras diamante y zinc blenda, se

41
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Vecinos ~Rn |~r(n, k)|

Primeros PX
0 = (0, 0, 0) PX

1 = (0, 0, 0) 3
8
c0

PX
2 = a0(−1, 0, 0) PX

3 = a0(−1/2,−
√

3/2, 0)

Segundos SX0 = a0(1, 0, 0) SX1 = a0(1/2,
√

3/2, 0)

SX2 = a0(−1/2,
√

3/2, 0) SX3 = a0(−1, 0, 0)

SX4 = a0(−1/2,−
√

3/2, 0) SX5 = a0(1/2,−
√

3/2, 0) 2
√

6
3
c0

SX6 = (0, 0, 0) SX7 = a0(−1, 0, 0)

SX8 = a0(−1/2,−
√

3/2, 0) SX9 = (0, 0,−c0)

SX10 = a0(−1, 0,−c0/a0) SX11 = a0(−1/2,−
√

3/2,−c0/a0)

Terceros TX0 = (0, 0,−c0) 5
8
c0

Tabla 3.1: Posición de la celda elemental de los tres primeros vecinos y su distancia al átomo

del tipo X ubicado en la posición (0, 0, 0), para una estructura wurtzita con cuatro átomos en

la celda elemental.

Vecinos ~Rn |~r(n, k)|

Primeros PN
0 = (0, 0, 0) PN

1 = (0, 0, 0) 3
8
c0

PN
2 = a0(−1, 0, 0) PN

3 = a0(−1/2,−
√

3/2, 0)

Segundos SN0 = a0(1, 0, 0) SN1 = a0(1/2,
√

3/2, 0)

SN2 = a0(−1/2,
√

3/2, 0) SN3 = a0(−1, 0, 0)

SN4 = a0(−1/2,−
√

3/2, 0) SN5 = a0(1/2,−
√

3/2, 0) 2
√

6
3
c0

SN6 = a0(0, 0, c0/a0) SN7 = a0(−1, 0, c0/a0)

SN8 = a0(−1/2,−
√

3/2, c0/a0) SN9 = (0, 0, 0)

SN10 = a0(−1, 0, 0) SN11 = a0(−1/2,−
√

3/2, 0)

Terceros TN0 = (0, 0, c0) 5
8
c0

Tabla 3.2: Posición de la celda elemental de los tres primeros vecinos y su distancia al átomo

del tipo N ubicado en la posición (0, 0, uc0), para una estructura wurtzita con cuatro átomos

en la celda elemental.
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escriben las matrices de constantes de fuerza de interacción entre los diferentes vecinos en su

forma más general y se determina el número de constantes de fuerza independientes, aplicando

la invariancia de simetŕıa correspondiente en cada caso.

Los primeros vecinos tienen simetŕıa C3v. Tomando PX
0 como punto de simetŕıa tenemos que

ΦPX
0

=


α11 α12 α13

α21 α22 α23

α31 α32 α33

 . (3.1)

Utilizando la invariancia de ΦPX0
ante las transformaciones de simetŕıa de C3v se determina

cuáles de sus elementos son independientes y distintos de cero, obteniéndose que

ΦPX
0

=


α11 0 0

0 α11 0

0 0 α33

 . (3.2)

Las matrices de constantes de fuerza correspondientes a los restantes primeros vecinos están

dadas por

ΦPX
1

=


1
3α11 + 2

3α33 −2
√

3
9 (α11 − α33)

√
6

9 (α11 − α33)

−2
√

3
9 (α11 − α33)

7
9α11 + 2

9α33

√
2

9 (α11 − α33)
√

6
9 (α11 − α33)

√
2

9 (α11 − α33)
8
9α11 + 1

9α33

 , (3.3)

ΦPX
2

=


1
3α11 + 2

3α33
2
√

3
9 (α11 − α33) −

√
6

9 (α11 − α33)
2
√

3
9 (α11 − α33)

7
9α11 + 2

9α33

√
2

9 (α11 − α33)

−
√

6
9 (α11 − α33)

√
2

9 (α11 − α33)
8
9α11 + 1

9α33

 ,

ΦPX
3

=


α11 0 0

0 1
9α11 + 8

9α33 −2
√

2
9 (α11 − α33)

0 −2
√

2
9 (α11 − α33)

8
9α11 + 1

9α33

 .
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Estas últimas se obtienen aplicando a ΦPX0
las transformaciones C ′C3, C ′C2

3 y C ′ respectiva-

mente, donde

C ′ =


1 0 0

0 −1
3 −

2
√

2
3

0 2
√

2
3 −1

3

 . (3.4)

Por su parte los segundos vecinos tienen simetŕıa σv. Siguiendo el mismo procedimiento que

para los primeros vecinos, tomando a S0 cómo centro de simetŕıa se tiene que las matrices de

constantes de fuerza de estos vecinos están dadas por las expresiones

ΦSX
0

= ΦSX
3

=


β11 0 0

0 β22 0

0 0 β33

 , (3.5)

ΦSX
1

= ΦSX
4

=


1
4β11 + 3

4β22

√
3

4 (β11 − β22) 0
√

3
4 (β11 − β22)

3
4β11 + 1

4β22 0

0 0 β33

 ,

ΦSX
2

= ΦSX
5

=


1
4β11 + 3

4β22 −
√

3
4 (β11 − β22) 0

−
√

3
4 (β11 − β22)

3
4β11 + 1

4β22 0

0 0 β33

 ,

ΦSX
6

=


1
4(−3β11 + β22 + 6β33) −

√
3

4 (β11 + β22 − 2β33)
√

6
2 (β11 − β33)

−
√

3
4 (β11 + β22 − 2β33)

1
4(−β11 + 3β22 + 2β33)

√
2

2 (β11 − β33)

−
√

6
2 (β11 − β33) −

√
2

2 (β11 − β33) 2β11 − β33

 ,

ΦSX
7

=


1
4(−3β11 + β22 + 6β33)

√
3

4 (β11 + β22 − 2β33) −
√

6
2 (β11 − β33)

√
3

4 (β11 + β22 − 2β33)
1
4(−β11 + 3β22 + 2β33)

√
2

2 (β11 − β33)
√

6
2 (β11 − β33) −

√
2

2 (β11 − β33) 2β11 − β33

 ,
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ΦSX
8

=


β22 0 0

0 −β11 + 2β33

√
2(β11 − β33)

0 −
√

2(β11 − β33) 2β11 − β33

 ,

ΦSX
9

=


1
4(−3β11 + β22 + 6β33) −

√
3

4 (β11 + β22 − 2β33) −
√

6
2 (β11 − β33)

−
√

3
4 (β11 + β22 − 2β33)

1
4(−β11 + 3β22 + 2β33) −

√
2

2 (β11 − β33)
√

6
2 (β11 − β33)

√
2

2 (β11 − β33) 2β11 − β33

 ,

ΦSX
10

=


1
4(−3β11 + β22 + 6β33)

√
3

4 (β11 + β22 − 2β33)
√

6
2 (β11 − β33)

√
3

4 (β11 + β22 − 2β33)
1
4(−β11 + 3β22 + 2β33) −

√
2

2 (β11 − β33)

−
√

6
2 (β11 − β33)

√
2

2 (β11 − β33) 2β11 − β33

 ,

ΦSX
11

=


β22 0 0

0 −β11 + 2β33 −
√

2(β11 − β33)

0
√

2(β11 − β33) 2β11 − β33

 .

Estas últimas se obtienen a partir de ΦSX0
aplicando las transformaciones C6, C3, C2, C2

3 , C5
6 ,

C ′′C3, C ′′C2
3 , C ′′, C ′′′C3, C ′′′C2

3 y C ′′′ respectivamente, donde

C ′′ =


0 1 0

−
√

3
3 0 −

√
6

3√
6

3 0
√

3
3

 , C ′′′ =


0 1 0

−
√

3
3 0

√
6

3

−
√

6
3 0

√
3

3

 . (3.6)

El tercer vecino TX0 está ubicado en el eje z, por tanto la matriz de constantes de fuerza ΦTX0

es invariante ante una rotación en ese eje, adoptando la forma

ΦTX
0

=


δ11 0 0

0 δ11 0

0 0 δ33

 . (3.7)
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Aprovechando la propiedad de simetŕıa (1.8) se obtiene la matriz de constantes de fuerza

Φαβ (nκX , nκX).

Φαβ (nκX , nκX) =


Φ11 (nκX , nκX) 0 0

0 Φ11 (nκX , nκX) 0

0 0 Φ33 (nκX , nκX)

 ,(3.8)

donde

Φ11 (nκX , nκX) = −(
8

3
α11 +

4

3
α33 + 6β11 + 6β33 + δ11), (3.9)

Φ33 (nκX , nκX) = −(
8

3
α11 +

4

3
α33 + 12β22 + δ33).

Haciendo iguales consideraciones se obtienen las matrices de constantes de fuerza con el átomo

de tipo N . De esta forma se tiene que las matrices de constantes de fuerza de los primeros

vecinos están dadas por

ΦPN
0

=


α11 0 0

0 α11 0

0 0 α33

 , (3.10)

ΦPN
1

=


1
3α11 + 2

3α33 −2
√

3
9 (α11 − α33) −

√
6

9 (α11 − α33)

−2
√

3
9 (α11 − α33)

7
9α11 + 2

9α33 −
√

2
9 (α11 − α33)

−
√

6
9 (α11 − α33) −

√
2

9 (α11 − α33)
8
9α11 + 1

9α33

 ,

ΦPN
2

=


1
3α11 + 2

3α33
2
√

3
9 (α11 − α33)

√
6

9 (α11 − α33)
2
√

3
9 (α11 − α33)

7
9α11 + 2

9α33 −
√

2
9 (α11 − α33)

√
6

9 (α11 − α33) −
√

2
9 (α11 − α33)

8
9α11 + 1

9α33

 ,

ΦPN
3

=


α11 0 0

0 1
9α11 + 8

9α33
2
√

2
9 (α11 − α33)

0 2
√

2
9 (α11 − α33)

8
9α11 + 1

9α33

 .
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De igual modo para los segundos vecinos del átomo de tipo N se tienen las matrices de cons-

tantes de fuerza

ΦSN
0

= ΦSN
3

=


γ11 0 0

0 γ22 0

0 0 γ33

 , (3.11)

ΦSN
1

= ΦSN
4

=


1
4γ11 + 3

4γ22

√
3

4 (γ11 − γ22) 0
√

3
4 (γ11 − γ22)

3
4γ11 + 1

4γ22 0

0 0 γ33

 ,

ΦSN
2

= ΦSN
5

=


1
4γ11 + 3

4γ22 −
√

3
4 (γ11 − γ22) 0

−
√

3
4 (γ11 − γ22)

3
4γ11 + 1

4γ22 0

0 0 γ33

 ,

ΦSN
6

=


1
4(−3γ11 + γ22 + 6γ33) −

√
3

4 (γ11 + γ22 − 2γ33)
√

6
2 (γ11 − γ33)

−
√

3
4 (γ11 + γ22 − 2γ33)

1
4(−γ11 + 3γ22 + 2γ33)

√
2

2 (γ11 − γ33)

−
√

6
2 (γ11 − γ33) −

√
2

2 (γ11 − γ33) 2γ11 − γ33

 ,

ΦSN
7

=


1
4(−3γ11 + γ22 + 6γ33)

√
3

4 (γ11 + γ22 − 2γ33) −
√

6
2 (γ11 − γ33)

√
3

4 (γ11 + γ22 − 2γ33)
1
4(−γ11 + 3γ22 + 2γ33)

√
2

2 (γ11 − γ33)
√

6
2 (γ11 − γ33) −

√
2

2 (γ11 − γ33) 2γ11 − γ33

 ,

ΦSN
8

=


γ22 0 0

0 −γ11 + 2γ33

√
2(γ11 − γ33)

0 −
√

2(γ11 − γ33) 2γ11 − γ33

 ,

ΦSN
9

=


1
4(−3γ11 + γ22 + 6γ33) −

√
3

4 (γ11 + γ22 − 2γ33) −
√

6
2 (γ11 − γ33)

−
√

3
4 (γ11 + γ22 − 2γ33)

1
4(−γ11 + 3γ22 + 2γ33) −

√
2

2 (γ11 − γ33)
√

6
2 (γ11 − γ33)

√
2

2 (γ11 − γ33) 2γ11 − γ33

 ,
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ΦSN
10

=


1
4(−3γ11 + γ22 + 6γ33)

√
3

4 (γ11 + γ22 − 2γ33)
√

6
2 (γ11 − γ33)

√
3

4 (γ11 + γ22 − 2γ33)
1
4(−γ11 + 3γ22 + 2γ33) −

√
2

2 (γ11 − γ33)

−
√

6
2 (γ11 − γ33)

√
2

2 (γ11 − γ33) 2γ11 − γ33

 ,

ΦSN
11

=


γ22 0 0

0 −γ11 + 2γ33 −
√

2(γ11 − γ33)

0
√

2(γ11 − γ33) 2γ11 − γ33

 .

Por su parte para el tercer vecino y Φαβ (nκN , nκN), se tienen

ΦTN
0

=


δ11 0 0

0 δ11 0

0 0 δ33

 (3.12)

y

Φαβ (nκN , nκN) =


Φ11 (nκN , nκN) 0 0

0 Φ11 (nκN , nκN) 0

0 0 Φ33 (nκN , nκN)

 ,(3.13)

donde

Φ11 (nκN , nκN) = −(
8

3
α11 +

4

3
α33 + 6γ11 + 6γ33 + δ11), (3.14)

Φ33 (nκN , nκN) = −(
8

3
α11 +

4

3
α33 + 12γ22 + δ33).
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Tabla 3.3: Frecuencias en los puntos de alta simetŕıa Γ y A de BN, AlN, GaN y InN en la

estructura wurtzita. Todos los datos están dados en cm−1.

ω(cm−1) E1
2 B1

1 A1(TO) E1(TO) E2
2 B1

2 A1(LO) E1(LO) ALA ALO ATA ATO

BN

a 448 917 982 1019 944 1179 1257 1287 608 1244 316 985

g 474 963 1006 1053 948 1125 1258 1281 632 1222 339 998

h 475 982 1043 1075 979 1134 1280 1293 669 1222 365 1017

∆ω 27 65 56 34 35 54 23 12 61 22 49 32

AlN

a 225 553 648 657 674 776 893 936 354 851 172 665

b 249 542 610 669 656 742 891 912 336 835 163 664

c 233 547 614 666 655 719 875 898 346 817 167 659

∆ω 24 11 38 12 19 57 18 38 18 34 9 6

GaN

d 138 331 534 551 563 701 728 738 232 715 107 559

a 137 339 546 555 592 717 732 741 235 726 108 572

c 138 334 550 572 574 690 733 737 234 711 104 572

∆ω 1 8 16 21 29 17 5 4 3 15 3 13

InN

c 83 225 443 467 483 576 586 595 156 585 62 472

e 87 216 447 476 488 562 586 593 148 580 61 481

f 93 202 443 470 492 568 589 605 135 581 57 480

∆ω 10 23 4 9 9 14 3 12 21 5 5 9

a) Ref.[9]: Modelo adiabático de la carga ligada, b) Ref.[7], e) Ref.[56], f) Ref.[53]: Dispersión

Raman, c) Ref.[54], g) Ref.[12], h) Ref.[52]: ab initio, d) Ref.[55]: Dispersión Inelástica de Rayos

X.
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Figura 3.1: Relaciones de dispersión fonónicas para el BN con estructura wurtzita.
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Figura 3.2: Relaciones de dispersión fonónicas para el AlN con estructura wurtzita. Los cuadros

negros representan puntos experimentales determinados por espectroscoṕıa Raman [57].
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Figura 3.3: Relaciones de dispersión fonónicas para el GaN con estructura wurtzita. Los cuadros

negros representan puntos experimentales determinados por dispersión inelástica de rayos X

[55].
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Figura 3.4: Relaciones de dispersión fonónicas para el InN con estructura wurtzita.
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Cadena Lineal Problema 3D Longitudinal Problema 3D Transversal

κ0
12 −(8

3
α11 + 1

3
α33 − Ω(ZZ)) −(5

3
α11 + 4

3
α33)

κ1
12 −α33 + Ω(ZZ)

2
−α11

κ2
12 −δ33 + Ω(ZZ)

2
−δ11

κ1
11 −(12β11 − 6β33)− Ω(ZZ) −(−3β11 + 3β22 + 6β33)

κ2
11 −(12γ11 − 6γ33)− Ω(ZZ) −(−3γ11 + 3γ22 + 6γ33)

Tabla 3.4: Relación entre las constantes de fuerza del problema 3D en la dirección ΓA en la

wurtzita y las constantes de fuerza de la cadena lineal equivalente.

Haciendo uso de las matrices de constantes de fuerza se escriben las ecuaciones de movimiento en

la dirección ΓA→ [0001]. Al igual que los materiales con estructura zinc blenda, los materiales

con estructura wurtzita son polares y es necesario añadir a la matriz dinámica la interacción

coulombiana de largo alcance, la cual está dada por (2.13). En esta dirección las oscilaciones se

desacoplan en cuatro ramas trasversales doblemente degeneradas y cuatro ramas longitudinales.

Con estas ramas desacopladas también se puede establecer una equivalencia con la cadena

lineal diatómica. En este caso como son dos parejas de átomos de la misma especie distribuidos

periódicamente dentro de la celda elemental, es necesario desdoblar las ramas acústica y óptica

tradicionales de la cadena lineal, en el centro de la zona de Brillouin. En la tabla 3.4 se muestra

la relación entre las constantes de fuerza de la cadena lineal y las constantes de fuerza del

problema 3D en la estructura wurtzita, considerando la interacción hasta terceros vecinos.

Ajustando las frecuencias teóricas en los puntos Γ y A se obtienen las constantes de fuerza de

interacción a primeros, segundos y terceros vecinos.

Al igual que en la estructura zinc blenda en la estructura wurtzita el enlace entre los átomos es

parcialmente iónico. Esto hace que para describir el desdoblamiento de las frecuencias ópticas

en el centro de la zona de Brillouin, sea necesario añadir a la matriz dinámica, como en el

caso de la zinc blenda, un término de la forma (2.13). Sin embargo la estructura wurtzita es

anisótropa y el tensor de carga efectiva tiene la forma

Z =


ZX 0 0

0 ZX 0

0 0 ZZ

 . (3.15)

Las expresiones (3.16) muestran la dependencia de las frecuencias ópticas de las constantes de
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fuerza. Se ve que el desdoblamiento de las frecuencias transversales ópticas ωE1(TO) y ωA1(TO)

está determinado por las constantes de fuerza del tercer vecino δ11 y δ33, que es el que determina

la anisotroṕıa de la estructura wurtzita. Por su parte el desdoblamiento entre las ramas ωE1(LO)

y ωA1(LO) está determinado por las constantes de fuerza del tercer vecino y la contribución de

la interacción de largo alcanse Ω(ZX) = 4πe2

V
√
mXmN

Z2
X y Ω(ZZ) = 4πe2

V
√
mXmN

Z2
Z .

ω2
E1(TO) = −(mX +mN)

mXmN

(
8

3
α11 +

4

3
α33 + δ11

)
, (3.16)

ω2
A1(TO) = −(mX +mN)

mXmN

(
8

3
α11 +

4

3
α33 + δ33

)
,

ω2
E1(LO) = −(mX +mN)

mXmN

(
8

3
α11 +

4

3
α33 + δ11 + Ω(ZX)

)
,

ω2
A1(LO) = −(mX +mN)

mXmN

(
8

3
α11 +

4

3
α33 + δ33 + Ω(ZZ)

)
.

En las tablas 3.5 y 3.6 se reportan las constantes de fuerza del problema 3D y de las cadenas

lineales equivalentes en cada caso. Las frecuencias para el ajuste fueron tomadas de [52], [7],[55]

y [53], para los nitruros de Boro, Aluminio, Galio e Indio respectivamente. En las figuras 3.1,

3.2, 3.3 y 3.4 se representan las relaciones de dispersión determinadas para estos materiales en

la dirección ΓA. En el caso del AlN y el GaN las ramas muestran muy buena concordancia con

datos experimentales de espectroscoṕıa Raman y dispersión de rayos X respectivamente.

En los caṕıtulos 3 y 4 se determinaron las relaciones de dispersión y las constantes de fuerza

en materiales con estructuras tipo diamante (materiales del grupo IV: C, Si, Ge y α-Sn),

zinc blenda y wurtzita (nitruros del grupo III: BN, AlN, GaN e InN) en una aproximación

de interacción hasta terceros vecinos. Las relaciones de dispersión determinadas en materiales

con estructura zinc blenda muestran mejor concordancia con los datos de cálculos ab initio

y experimentales que las relaciones de dispersión determinadas en materiales con estructura

diamante. Esta diferencia en parte está determinada por el hecho de que el modelo de constantes

de fuerza describe mejor el enlace parcialmente iónico de la estructura zinc blenda que el enlace

covalente de la estructura diamante. Un aspecto destacable es que en las estructuras zinc

blenda y wurtzita se obtiene una buena concordancia con los resultados de cálculos ab initio y

experimentales con que se comparan a pesar de la relativa simplicidad del modelo y el bajo costo

computacional de los cálculos. Esto es aun más significativo si se tiene en cuenta que resultados

de cálculos ab initio en estos materiales tienen discordancias (∆ω) entre śı y con resultados

experimentales de hasta 50 cm−1 y 60 cm−1, ver tablas 2.11 y 3.3. En los últimos dos caṕıtulos
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Constantes de Fuerza BN AlN GaN InN

α11 -1.9163 -0.9274 -0.0311 -0.6982

α33 -3.6804 -3.1535 -4.4021 -1.9829

2β11 − β33 -0.0885 0.5076 0.6575 0.3821

−β11 + β22 + 2β33 -0.0717 1.5479 0.9792 0.8423

2γ11 − γ33 -0.0563 -0.0358 -0.0311 -0.0182

−γ11 + γ22 + 2γ33 0.0646 -0.0230 -0.0082 -0.0027

δ11 -0.5247 0.0079 0.0085 -0.0074

δ33 0.0936 -0.0190 -0.0166 -0.0000

Ω(ZX) -2.3546 -2.6482 -2.1020 -1.3546

Ω(ZZ) -2.5112 -2.9074 -2.1350 -1.4063

Tabla 3.5: Constantes de fuerza del problema 3D para cristales de BN, AlN, GaN y InN con

estructura wurtzita. Las unidades están dadas en 105 dyn/cm.

Constantes de Fuerza κ0
12 κ1

12 κ2
12 κ1

11 κ1
22

BN L[0001] 8.8481 2.4248 -1.3491 3.0424 2.8489

T[0001] 8.1010 1.9163 0.5247 0.2151 -0.1938

AlN L[0001] 6.4317 1.6998 -3.0016 3.1222 3.0456

T[0001] 5.7504 0.9274 -0.5076 -0.0236 0.0571

GaN L[0001] 3.6854 3.3346 -2.0467 2.3216 2.1844

T[0001] 5.9213 0.0311 -0.6575 -0.0256 0.0498

InN L[0001] 3.9292 1.2798 -1.5455 1.5153 1.4223

T[0001] 3.8076 0.6982 -0.3821 0.0221 0.0001

Tabla 3.6: Constantes de fuerza de las cadenas lineales equivalentes a los modos longitudinal

y transversal desacoplados en la dirección ΓA, en nitruro de Boro, Aluminio, Galio e Indio con

estructura wurtzita. Las unidades están dadas en 105 dyn/cm.
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se han estudiado las oscilaciones de la red en materiales con estructura diamante, zinc blenda

y wurtzita. En el próximo caṕıtulo estudiaremos las oscilaciones en sus heteroestructuras.
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Caṕıtulo 4

Modos polares ópticos en nanohilos

revestidos

4.1. Introducción

En este caṕıtulo estudiaremos las oscilaciones en heteroestructuras. Particularmente nanohilos

de un material semiconductor, revestidos en otro material semiconductor. Como se sabe, el

conocimiento de los modos de oscilación ópticos es esencial para entender las propiedades ópti-

cas y de transporte de tales sistemas. Entre los enfoques más productivos para investigar las

caracteŕısticas de estas excitaciones se encuentran los modelos fenomenológicos continuos. En

el libro clásico de Born y Huang probablemente se trate el primer antecedente en este sentido

[1]. No obstante, hay que mencionar que distintos autores han propuesto diversas opciones y

variantes de cómo tratar las ecuaciones que rigen estas oscilaciones para las heteroestructuras;

ver, por ejemplo las Refs. [58, 59]. Nosotros nos adscribimos al modelo fenomenólogico completo

propuesto originalmente por Trallero y colaboradores [31]. En este modelo las oscilaciones se

describen mediante un campo vectorial ~u, que representa el desplazamiento relativo entre los

dos iones de la celda elemental, y un potencial eléctrico ϕ. En este modelo haciendo uso de una

formulación Lagrangiana, se tiene en cuenta el acoplamiento entre el desplazamiento mecánico

~u y el potencial ϕ antes mencionados, obteniéndose las ecuaciones de movimiento

ρm~̈u = −ρmω2
TO~u− α∇ϕ−∇ · ~~σ, (4.1)

0 = ∇ · (ε∞∇ϕ− 4πα~u),

donde

57
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σij = ρm(β2
L − 2β2

T )(∇ · ~u)δij + ρmβ
2
T (∇iuj +∇jui). (4.2)

Este tensor tiene las mismas propiedades de simetŕıa que un tensor de esfuerzos, pero no debe

confundirse con el tensor de esfuerzos de la teoŕıa de la elasticidad ya que está definido a partir

del desplazamiento relativo ~u de los iones. Si se considera dependencia armónica ~u(~r, t) =

~u(~r) exp(−iωt),ϕ(~r, t) = ϕ(~r) exp(−iωt) y se escribe la divergencia de ~~σ en forma expĺıcita, las

ecuaciones (4.1) toman la forma

ρm(ω2 − ω2
TO)~u = ρmβ

2
L∇(∇ · ~u)− ρmβ2

T∇×∇× ~u+ α∇ϕ, (4.3)

∇2ϕ =
4πα

ε∞
∇ · ~u,

donde ωTO es la frecuencia transversal óptica en el volumen, ρm es la densidad de masa reducida,

βL y βT las parabolicidades de los modos longitudinales y transversales y α está dada por la

relación

α2 =
(ε0 − ε∞)ρmω

2
TO

4π
. (4.4)

Las ecuaciones (4.3) son una generalización de las ecuaciones de Born y Huang [1].

4.2. Modelo fenomenológico continuo en simetŕıa ciĺındri-

ca

Las ecuaciones (4.3) constituyen un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales acopladas. La

solución de este sistema de ecuaciones puede ser encontrada con ayuda de las funciones auxiliares

Λ (escalar) y ~Γ (vectorial), tales que

Λ = ∇ · ~u, (4.5)

~Γ = ∇× ~u.

Sustituyendo las expresiones (4.5) en las ecuaciones (4.3) y haciendo algunas transformaciones

algebraicas se tiene que
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∇2~Γ +Q2
T
~Γ = ~0,

∇2Λ +Q2
LΛ = 0, (4.6)

ϕ = ϕH −
4πα

ε∞Q2
L

Λ,

donde ϕH es la solución de la ecuación de Laplace ∇2ϕH = 0 y QT , QL están dadas por

Q2
T =

ω2
TO − ω2

β2
T

, (4.7)

Q2
L =

ω2
LO − ω2

β2
L

.

De igual modo sustituyendo (4.5) y (4.7) en la ecuación (4.3) se tiene que

~u = −∇[
α

ρmβ2
TQ

2
T

ϕH +
Λ

Q2
L

] +
1

Q2
T

∇× ~Γ. (4.8)

Para un caso dado es necesario obtener las soluciones generales de las ecuaciones de Helmholtz

para Λ y ~Γ y la ecuación de Laplace para ϕH . Las funciones Λ y ϕH se obtienen como soluciones

de las ecuaciones correspondientes por los métodos tradicionales. Por su parte la función ~Γ

se obtiene como una combinación lineal de las funciones vectoriales ~M y ~N , dadas por las

expresiones

~M = ∇× (υ1
~k), (4.9)

~N =
1

Q2
T

∇×∇× (υ2
~k),

donde υi, (i = 1, 2) son dos soluciones linealmente independientes de la ecuación (4.10) y ~k es

un vector constante; ver Ref. [60].

∇2υi +Q2
Tυi = 0. (4.10)

Una vez obtenidas las funciones Λ, Γ y ϕH se tiene la solución general del problema. En el

caso particular de sistemas con simetŕıa ciĺındrica los modos pueden ser caracterizados por el

vector de onda a lo largo de la dirección z, kz, y un entero no negativo n que da la dependencia
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angular de los modos, además es conveniente tomar ~k = ~ez [60]. Por comodidad la solución

general se escribe como un campo de cuatro componentes F , cuyas componentes son las tres

componentes del desplazamiento mecánico ~u y el potencial electrostático ϕ. De esta forma para

el espacio de soluciones se tiene el siguiente conjunto de funciones base

FT1 =

(
~uT1

ϕT1

)
=


ikz
qT
f ′n(qTρ)

−nkz
qT

1
qT ρ
fn(qTρ)

fn(qTρ)

0

 ei(nθ+kzz)

FT2 =

(
~uT2

ϕT2

)
=


in
qT ρ
fn(qTρ)

−f ′n(qTρ)

0

0

 ei(nθ+kzz)

FL =

(
~uL

ϕL

)
=


f ′n(qLρ)
in
qLρ
fn(qLρ)

ikz
qL
fn(qLρ)

4πα
ε∞

1
qL
fn(qLρ)

 ei(nθ+kzz) (4.11)

FH =

(
~uH

ϕH

)
=


g′n(kzρ)
in
kzρ
gn(kzρ)

gn(kzρ)

−ρmβ2
T q

2
T

α
1
kz
gn(kzρ)

 ei(nθ+kzz).

De estas funciones base se obtiene directamente que ∇·~uT1 = ∇·~uT1 = 0 y ∇×~uL = ~0, lo cual

determina el carácter transversal y longitudinal de los elementos T1, T2 y L respectivamente.

Esta base ya fue usada por Comas et al. [36] en estudio de los modos en nanohilos, en un caso

más simple, con kz = 0. Las funciones fn están dadas por el signo del argumento q2
L,T y por la

región del espacio que estemos considerando, o sea

fn =


A
(
sign[q2L,T ]+1

2
Jn −

sign[q2L,T ]−1

2
In

)
; ρ < a

A
(
sign[q2L,T ]+1

2
Jn −

sign[q2L,T ]−1

2
In

)
+B

(
sign[q2L,T ]+1

2
Nn −

sign[q2L,T ]−1

2
Kn

)
; a < ρ < b

B
(
sign[q2L,T ]+1

2
Nn −

sign[q2L,T ]−1

2
Kn

)
; ρ > b

(4.12)

donde sign representa la función signo y las expresiones Jn, Nn, In y Kn las funciones de Bessel,

Neumann, Infeld y MacDonald respectivamente [61]. Para las funciones gn sólo es necesario tener

en cuenta la región del espacio que estemos estudiando, ver (4.13)
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gn =


AIn; ρ < a

AIn +BKn; a < ρ < b

BKn; ρ > b

(4.13)

De esta forma se tiene que, al aplicar el modelo fenomenológico continuo (4.3) a un sistema con

simetŕıa ciĺındrica, la solución se expresa como una combinación lineal de las funciones base

(4.11). En las sub-secciones siguientes estudiaremos un “nanohilo revestido”, en coordenadas

ciĺındricas (ρ, θ, z). Este sistema seŕıa modelado como sigue: en las regiones ρ < a y a < ρ < b

tendŕıamos dos materiales semiconductores, los cuales etiquetaremos “c”(“core”) y “s”(“shell”)

respectivamente, y en la región ρ > b un medio dieléctrico infinito, el cual no toma parte en las

oscilaciones y se describe a través de su constante dieléctrica ε
(D)
∞ (lo etiquetaremos D). En los

sistemas que estudiaremos se tienen dos interfaces ciĺındricas ρ = a y ρ = b. Para obtener la

solución particular de un problema concreto es necesario imponer condiciones de empalme en

las interfaces, imponiéndose la continuidad del potencial eléctrico ϕ y la componente normal

del vector de inducción eléctrica ~D. Por su parte para el desplazamiento mecánico adoptaremos

la condición de confinamiento mecánico, o sea, ~u|S = 0. Esta condición es válida cuando las

frecuencias propias de oscilación de los materiales que forman la interface no se solapan. Además

las magnitudes f́ısicas ~u y ϕ deben ser acotadas en todo el espacio. Las condiciones de empalme

antes mencionadas se resumen en las ecuaciones

~u|S = 0,

ϕ−|S = ϕ+|S, (4.14)

ε−∞
∂ϕ−

∂ρ
= ε+∞

∂ϕ+

∂ρ
.

En las ecuaciones (4.14) los śımbolos - (+) representan la evaluación de las cantidades involu-

cradas, en el interior y el exterior de la interface circular respectivamente. En la figura 4.1 se

muestra un esquema de las interfaces ciĺındricas del nanohilo revestido.
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Figura 4.1: Esquema de la sección transversal del nanohilo revestido. En la figura εc, εs y εm

representan las constantes dieléctricas del “core”, el “shell”y el medio exterior, respectivamente

Teniendo en cuenta (4.12) y (4.13) tenemos que de forma general las oscilaciones en el “core”de-

penden de cuatro constantes arbitrarias (A
(c)
T1, A

(c)
T2, A

(c)
L y A

(c)
H ). En el “shell”dependen de ocho

constantes (A
(s)
T1,B

(s)
T1 , A

(s)
T2,B

(s)
T2 , A

(s)
L ,B

(s)
L , A

(s)
H yB

(s)
H ), y en el dieléctrico de una constanteB

(D)
H .

De este modo aplicando las condiciones de frontera (4.14) se obtienen dos problemas seculares

independientes (4.15) y (4.17) para el “core”y el “shell”respectivamente. En ambos casos B
(D)
H

se ha escrito en términos de las demás constantes arbitrarias. Es importante hacer notar que

cuando se estudian los modos en el “core”se considera ~u ≡ 0 para (a < ρ < b), igualmente

cuando se estudian los modos en el “shell”se considera ~u ≡ 0 para (ρ < a). Teniendo en cuenta

las consideraciones anteriores se tiene que los modos en el “core”se obtienen de la ecuación

secular
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

m11 m12 m13 m14 0 0

m21 m22 m23 m24 0 0

m31 0 m33 m34 0 0

0 0 m43 m44 m45 m46

0 0 m53 m54 m55 m56

0 0 0 0 m65 m66





A
(c)
T1

A
(c)
T2

A
(c)
L

A
(c)
H

A
(s)
H

B
(s)
H


=



0

0

0

0

0

0


, (4.15)

donde tc = qTa, lc = qTa, ka = kza, γ = b/a

m11 =
ka
tc
J ′n(tc),m12 =

n

tc
Jn(tc),m13 = J ′n(lc),m14 = I ′n(ka),m21 =

nka
t2c
Jn(tc),m22 = J ′n(tc),

m23 =
n

lc
Jn(lc),m24 =

n

ka
In(ka),m31 = −Jn(tc),m33 =

ka
lc
Jn(lc),m34 = In(ka),m43 =

ka
lc
Jn(lc),

m44 = −ω
2
TO − ω2

ω2
TO

ε
(c)
∞

ε
(c)
0 − ε

(c)
∞
In(ka),m45 = ε(c)∞ In(ka),m46 = ε(c)∞Kn(ka),m53 = J ′n(lc), (4.16)

m54 = −ω
2
TO − ω2

ω2
TO

ε
(c)
∞

ε
(c)
0 − ε

(c)
∞
I ′n(ka),m55 = ε(s)∞ I

′
n(ka),m56 = ε(s)∞K

′
n(ka),

m65 = ε(D)
∞ In(γka)K

′
n(γka)− ε(s)∞ I ′n(γka)Kn(γka),m66 = (ε(D)

∞ − ε(s)∞ )K ′n(γka)Kn(γka).

Para los modos en el “shell”la ecuación secular adopta la forma



m11 m12 m13 m14 m15 m16 m17 m18

m21 m22 m23 m24 m25 m26 m27 m28

m31 m32 0 0 m35 m36 m37 m38

m41 m42 m43 m44 m45 m46 m47 m48

m51 m52 m53 m54 m55 m56 m57 m58

m61 m53 0 0 m65 m66 m67 m68

0 0 0 0 m75 m76 m77 m78

0 0 0 0 m85 m86 m87 m88





A
(s)
T1

B
(s)
T1

A
(s)
T2

B
(s)
T2

A
(s)
L

B
(s)
L

A
(s)
H

B
(s)
H


=



0

0

0

0

0

0

0

0


, (4.17)

donde ts = qTa, ls = qTa, ka = kza, γ = b/a y
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m11 =
ka
ts
J ′n(ts),m12 =

ka
ts
N ′n(ts),m13 =

n

ts
Jn(ts),m14 =

n

ts
Nn(ts),m15 = J ′n(ls), (4.18)

m16 = N ′n(ls),m17 = I ′n(ka),m18 = K ′n(ka),m21 =
nka
t2s
Jn(ts),m22 =

nka
t2s
Nn(ts),

m23 = J ′n(ts),m24 = N ′n(ts),m25 =
ka
ls
Jn(ls),m26 =

ka
ls
Nn(ls),m27 =

n

ka
In(ka),

m28 =
n

ka
Kn(ka),m31 = −Jn(ts),m32 = −Nn(ts),m35 =

ka
ls
Jn(ls),m36 =

ka
ls
Nn(ls),

m37 = In(ka),m38 = Kn(ka),m41 =
ka
ts
J ′n(γts),m42 =

ka
ts
N ′n(γts),m43 =

n

ts
Jn(γts),

m44 =
n

ts
Nn(γts),m45 = J ′n(γls),m46 = N ′n(γls),m47 = I ′n(γka),m48 = K ′n(γka),

m51 =
nka
γt2s

Jn(γts),m52 =
nka
γt2s

Nn(γts),m53 = J ′n(γts),m54 = N ′n(γts),m55 =
ka
ls
Jn(γls),

m56 =
ka
ls
Nn(γls),m57 =

n

γka
In(γka),m58 =

n

γka
Kn(γka),m61 = −Jn(γts),

m62 = −Nn(γts),m65 =
ka
ls
Jn(γls),m66 =

ka
ls
Nn(γls),m67 = In(γka),m68 = Kn(γka),

m75 = In(ka)J
′
n(ls)−

ε
(c)
∞

ε
(s)
∞

ka
ls
I ′n(ka)Jn(ls),m76 = In(ka)N

′
n(ls)−

ε
(c)
∞

ε
(s)
∞

ka
ls
I ′n(ka)Nn(ls),

m77 =
(ε

(c)
∞ − ε(s)∞ )

(ε
(s)
0 − ε

(s)
∞ )

(ω2
TO − ω2)

ω2
TO

In(ka)I
′
n(ka),

m78 =
(ω2

TO − ω2)

(ε
(s)
0 − ε

(s)
∞ )ω2

TO

(ε(c)∞ I
′
n(ka)Kn(ka)− ε(s)∞ In(ka)K

′
n(ka)),

m85 = Kn(γka)J
′
n(γls)−

ε
(D)
∞

ε
(s)
∞

ka
ls
K ′n(γka)Jn(γls),

m86 = Kn(γka)N
′
n(γls)−

ε
(D)
∞

ε
(s)
∞

ka
ls
K ′n(γka)Nn(γls),

m87 =
(ω2

TO − ω2)

(ε
(s)
0 − ε

(s)
∞ )ω2

TO

(ε(D)
∞ In(γka)K

′
n(γka)− ε(s)∞ I ′n(γka)Kn(γka)),

m88 =
(ε

(D)
∞ − ε(s)∞ )

(ε
(s)
0 − ε

(s)
∞ )

(ω2
TO − ω2)

ω2
TO

K ′n(γka)Kn(γka).

En las secciones siguientes estudiaremos los diferentes casos que se presentan según sean los

valores de n y kz. En la tabla 4.1 se muestra el desacoplamiento de los modos en función de

los valores de n y kz.
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Tabla 4.1: Acoplamiento de los modos en función de los valores de n y kz.

Modos n = 0; kz = 0 n 6= 0; kz = 0 n = 0; kz 6= 0 n 6= 0; kz 6= 0

Desacoplados L, T1, T2 T1 T2 ninguno

Acoplados ninguno L, T2 L, T1 L, T1, T2

4.3. Esfuerzos

En las nanoestructuras se produce un cambio en el parámetro de red según sea el tamaño de

estas debido a los micro-esfuerzos que se producen en ellas. Esto produce un corrimiento en el

valor de las frecuencias de los fonones LO y TO. Una estimación de la influencia del esfuerzo

en los modos fonónicos, se puede hacer mediante la fórmula (4.19) [62, 63]

∆ωi = −γiωi
∆V

V
, (4.19)

donde i = LO, TO, γi es el parámetro de Gruneisen, ωi la frecuencia del fonón , V es el volumen

de la celda unitaria y ∆V es el cambio de volumen de la celda unitaria debido a la variación

del parámetro de red, producto de los esfuerzos. Una evaluación del término ∆V
V

se puede hacer

a través de la relación

∆V

V
= tr(ε), (4.20)

donde tr(ε) representa la traza del tensor de deformaciones ε. En el caso de un nanohilo

core/shell tr(ε) puede estimarse a partir de las expresiones (4.21) y (4.22) para el “core”y

el “shell”respectivamente [64].

tr(εcore) = −2εmisfit

(
(1 + νcore)(1− 2νcore)(γ

2 − 1)

(1− α)(1− 2νcore)− (1− 2νcore + α)γ2
+
νcore(γ

2 − 1)

(γ2 − 1) + α

)
(4.21)

+ εmisfit

(
(γ2 − 1)

(γ2 − 1) + α

)
,

tr(εshell) = 2εmisfit

(
(1 + νshell)(1− 2νshell)α

(1− α)(1− 2νshell)− (1− 2νshell + α)γ2
+

νshellα

(γ2 − 1) + α

)
(4.22)

− εmisfit
α

(γ2 − 1) + α
,
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donde νcore(νshell) representa la razón de Poisson del “core”(“shell”), εmisfit = (ashell−acore)/acore
siendo acore(ashell)

1 la constante de la red del core(shell), α = Ecore/Eshell siendo Ecore(Eshell) el

módulo de Young del “core”(“shell”) y γ = b/a la razón entre los radios del “shell”y del “core”.

Los parámetros de volumen, de los materiales constituyentes del compuesto core/shell que estu-

diamos, que aparecen en las expresiones (4.21) y (4.22), aśı como en el modelo fenomenológico

completo, se reportan en la tabla 4.2. Es importante hacer notar que el corrimiento en las fre-

cuencias producido por los esfuerzos (4.19) además de los parámetros f́ısicos de los materiales

constituyentes del nanohilo core/shell, sólo depende de la razón γ = b/a, o sea, para un sistema

dado ∆ωi sólo es función de γ. La consideración del efecto de los esfuerzos sobre los modos

fonónicos la haremos haciendo en las ecuaciones del modelo las sustituciones

ωTO(γ) = ωTO + ∆ωTO(γ), (4.23)

ωLO(γ) = ωLO + ∆ωLO(γ).

En la figura 4.2 se muestra el corrimiento de las frecuencias LO y TO en el “core”y en el

“shell”en función de la razón b/a en un nanohilo core/shell GaAs-GaP.

1 , 0 1 , 5 2 , 0 2 , 5 3 , 0 3 , 5 4 , 0 4 , 5 5 , 0- 1 5

- 1 0

- 5

0

5

1 0

1 5

G a P

 

 

Dw
 (c

m-1 )

b / a

G a A s

Figura 4.2: Corrimiento de las frecuencias LO y TO en función de γ = b/a en un nanohilo

core/shell GaAs-GaP. La determinación se hizo a partir de la expresión (4.19). Las ĺıneas

continuas representan los corrimientos de las frecuencias transversales y las ĺıneas discontinuas

los corrimientos de las frecuencias longitudinales.

1El subindice misfit significa desajuste.
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Tabla 4.2: Parámetros f́ısicos de volumen de los compuestos GaAs y GaP en fase zinc blenda.

Material GaAs GaP

ε0 12.80a 11.11a

ε∗∞ 10.89(11.26)a 9.11(9.15)a

ωTO (cm−1) 267a 365.3a

ωLO (cm−1) 285a 402.3a

βT (×10−6) 1.70b 0.72c

βL(×10−6) 1.76b 1.60c

γTO 1.11d 1.09d

γLO 0.97d 0.95d

E (1012 dyn/cm2) 0.853d 1.03d

ν 0.312d 0.306d

a0 (nm) 0.565d 0.545d

a) Ref. [65]; b) Ref. [32]; c) Ref. [66]; d) Ref. [67]. * En los cálculos los valores de ε∞ se

corrigieron hasta los valores mostrados entre paréntesis, para que se cumplieran las relaciones

de Lyddane-Sachs-Teller.

4.4. Modos polares ópticos en un nanohilo core/shell

GaAs-GaP.

En las secciones siguientes se estudian los modos vibracionales en un nanohilo core/shell. Es-

pecialmente se analiza el acoplamiento de los modos, la dependencia de la frecuencia con las

dimensiones del sistema (radio del “core”y razón b/a) y las relaciones de dispersión (dependen-
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cia de la frecuencia con el vector de onda kz).

4.4.1. Modos con n = 0 y kz = 0

En este caso la matriz secular (4.15-4.17) se simplifica considerablemente y tanto en el “core”como

en el “shell”el modo longitudinal y los dos modos transversales están desacoplados

Modos en el core

A partir de (4.15) se obtienen para los modos en el “core”las ecuaciones y autofrecuencias

siguientes

•Modo longitudinal L

J1(µ
(m)
1 ) = 0, (4.24)

ω2
L = ω2

LO − (µ
(m)
1 )2β

2
Lc

a2
, (4.25)

donde m numera los modos, µ
(m)
1 son las soluciones de (4.24) y a es el radio del core.

•Modo transversal T1

J0(µ
(m)
0 ) = 0, (4.26)

ω2
T1 = ω2

TO − (µ
(m)
0 )2β

2
Tc

a2
, (4.27)

donde m numera los modos y µ
(m)
0 son las soluciones de (4.26).

•Modo transversal T2

J1(µ
(m)
1 ) = 0, (4.28)

ω2
T2 = ω2

TO − (µ
(m)
1 )2β

2
Tc

a2
, (4.29)

donde m numera los modos y µ
(m)
1 son las soluciones de (4.28).

Como se puede observar en las expresiones (4.25), (4.27) y (4.29) la frecuencia de estos modos

no depende del radio del “shell”como consecuencia del confinamiento. El corrimiento de las

frecuencias con relación a las del volumen depende del radio del “core”, de la parabolicidad β
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y la ráız de la ecuación secular µ correspondiente en cada caso. Por su parte el efecto de los

esfuerzos introduce una dependencia del radio del “shell”(4.23). En la figura 4.3 se muestra la

dependencia de los modos con el radio del “core”.
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Figura 4.3: Modos con n = 0 y kz = 0 en el “core”de un nanohilo core/shell GaAs-GaP

en función del radio del “core”a. Panel a) sin considerar el efecto de los esfuerzos, panel b)

considerando el efecto de los esfuerzos. En los cálculos representados en el panel b) se fijó b−a =

3 nm. Las frecuencias longitudinal y transversal ópticas del volumen se representan por ĺıneas

discontinuas.

En la figura 4.3 se observa que el efecto de los esfuerzos en el “core”del nanohilo redunda en

un aumento de la frecuencia de los modos. Esto se debe a que la constante de la red del GaAs

es mayor que la constante de la red del GaP. Como se puede observar en el panel b), cuando se

aumenta el radio del “core”manteniendo fijo el espesor del “shell”, las frecuencias de los modos

tienden a las frecuencias TO y LO del volumen, ya que se pierden los efectos del confinamiento

y de los esfuerzos.
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Modos en el shell

Las ecuaciones y las autofrecuencias para los modos en el shell se obtienen a partir de (4.17) y

están dadas por las expresiones

•Modo longitudinal L

J1(µ
(m)
1 (γ))N1(γµ

(m)
1 (γ))− J1(γµ

(m)
1 (γ))N1(µ

(m)
1 (γ)) = 0, (4.30)

ω2
L = ω2

LO − (µ
(m)
1 (γ))2β

2
Ls

a2
, (4.31)

donde m numera los modos, µ
(m)
1 (γ) son las soluciones de (4.30) para un γ dado, a es el radio

del core y γ = b/a es la razón entre el radio del shell b y el radio del core.

•Modo transversal T1

J0(µ
(m)
0 (γ))N0(γµ

(m)
0 (γ))− J0(γµ

(m)
0 (γ))N0(µ

(m)
0 (γ)) = 0, (4.32)

ω2
T1 = ω2

TO − (µ
(m)
0 (γ))2β

2
Ts

a2
, (4.33)

donde m numera los modos y µ
(m)
0 (γ) son las soluciones de (4.26) para un γ dado.

•Modo transversal T2

J1(µ
(m)
1 (γ))N1(γµ

(m)
1 (γ))− J1(γµ

(m)
1 (γ))N1(µ

(m)
1 (γ)) = 0, (4.34)

ω2
T2 = ω2

TO − (µ
(m)
1 (γ))2β

2
Ts

a2
, (4.35)

donde m numera los modos y µ
(m)
1 (γ) son las soluciones de (4.34).

En los modos en el “shell”como se puede observar a partir de las expresiones (4.31), (4.33) y

(4.35) la frecuencia de los modos a diferencia del “core”śı depende de la razón entre el radio

del “shell”y el radio del “core”(γ = b/a); esta dependencia está impĺıcita en las raices µ
(m)
0 (γ)

y µ
(m)
1 (γ) de las ecuaciones seculares (4.30), (4.32) y (4.34). Respecto al radio del “core”y la

parabolicidad β, las frecuencias en el “shell”tienen la misma dependencia que en el “core”. En

la figura 4.4 se muestra la dependencia de la frecuencia de estos modos de la razón b/a.
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Figura 4.4: Modos con n = 0 y kz = 0 en el “shell”de un nanohilo core/shell GaAs-GaP en

función de la razón b/a. Panel a) sin considerar el efecto de los esfuerzos, panel b) considerando

el efecto de los esfuerzos. En los cálculos representados en el panel b) se fijó a = 3 nm. Las

frecuencias longitudinal y transversal ópticas del volumen se representan por ĺıneas discontinuas.

En la figura 4.4 se observa que el efecto de los esfuerzos en el “shell”del nanohilo redunda en

una disminución de la frecuencia de los modos. Esto se debe a que la constante de la red del

GaAs es mayor que la constante de la red del GaP, por tanto se produce el efecto contrario al

“core”. Como se puede observar en el panel b), cuando se aumenta la razón γ manteniendo fijo

el radio del “core”, las frecuencias de los modos tienden a las frecuencias TO y LO del volumen,

como era de esperarse, ya que se pierden los efectos del confinamiento y de los esfuerzos.
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4.4.2. Modos con n 6= 0 y kz = 0

En este caso las expresiones involucradas se simplifican considerablemente y las funciones bases

adoptan la forma

FT1 =


0

0

fn(qTρ)

0

 einθ

FT2 =


in
qT ρ
fn(qTρ)

−f ′n(qTρ)

0

0

 einθ

~FL =


f ′n(qLρ)
in
qLρ
fn(qLρ)

0
4πα
ε∞

1
qL
fn(qLρ)

 einθ (4.36)

FH =


nρn−1

inρn−1

0

−ρmβ2
T q

2
T

α
ρn

 einθ.

Es fácil ver que en esta base, al imponer las condiciones de empalme (4.14), los modos T1 se

desacoplan de los modos L y T2, obteniéndose tanto en el “core”como en el “shell”un modo

desacoplado T1 y unos modos acoplados L-T2.

Modos en el core

•Modo Transversal desacoplado T1: La ecuación para determinar estos modos y las autofre-

cuencias están dadas por (4.37) y (4.38) respectivamente. Obsérvese que tiene la misma forma

que para los modos T1 con n = 0 pero en este caso n puede tomar cualquier valor entero

positivo. En la figura 4.5 se muestra la dependencia de la frecuencia con el radio del “core”para

estos modos, en los casos n = 1 y n = 2.

Jn(µ(m)
n ) = 0, (4.37)
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ω2 = ω2
TO − (µ(m)

n )2β
2
Tc

a2
. (4.38)

En la figura 4.5 se muestran los modos con n 6= 0 y kz = 0 desacoplados. Como se puede

observar estos modos tienen un espectro similar a los modos transversales con n = 0 y kz = 0.
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Figura 4.5: Modos desacoplados con n = 1, n = 2 y kz = 0 en el “core”de un nanohilo core/shell

GaAs-GaP en función del radio del “core”. Los modos con n = 1 están representados por ĺıneas

continuas y los modos con n = 2 por ĺıneas discontinuas. Panel a) sin considerar el efecto de

los esfuerzos, panel b) considerando el efecto de los esfuerzos. En los cálculos representados en

el panel b) se fijó b− a = 3 nm. Las frecuencias longitudinal y transversal ópticas del volumen

se representan por ĺıneas discontinuas.

•Modo Longitudinal-Transversal acoplado L-T2: Por su parte los modos acoplados L-T2 se

determinan a partir de la ecuación (4.39)

[
J ′n(tc)−

n

tc
Jn(tc)

] [
J ′n(lc)− C1

n

lc
Jn(lc)

]
− C2

[
1− ω2

ω2
TO

] [
J ′n(tc)J

′
n(lc)−

n2

tclc
Jn(tc)Jn(lc)

]
= 0,(4.39)
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donde

C1 =
ε

(s)
∞ [(ε

(D)
∞ − ε(s)∞ ) + γ2n(ε

(D)
∞ + ε

(s)
∞ )]

ε
(c)
∞ [(ε

(D)
∞ − ε(s)∞ )− γ2n(ε

(D)
∞ + ε

(s)
∞ )]

, (4.40)

C2 =
[(ε

(s)
∞ − ε(c)∞ )(ε

(D)
∞ − ε(s)∞ ) + γ2n(ε

(c)
∞ + ε

(s)
∞ )(ε

(D)
∞ + ε

(s)
∞ )]

(ε
(c)
0 − ε

(c)
∞ )[(ε

(D)
∞ − ε(s)∞ )− γ2n(ε

(D)
∞ + ε

(s)
∞ )]

.
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Figura 4.6: Modos acoplados con n = 1 y kz = 0 en el “core”de un nanohilo core/shell GaAs-

GaP en función del radio del “core”. Panel a) sin considerar el efecto de los esfuerzos, panel b)

considerando el efecto de los esfuerzos. En los cálculos se fijaron b− a =3 nm y ε
(D)
∞ =2.56. Las

frecuencias longitudinal y transversal ópticas del volumen se representan por ĺıneas discontinuas.

El fonón de intercara con n = 1 determinado a partir del modelo dieléctrico es representado

por una ĺınea discontinua.

La figura 4.6 muestra los modos acoplados en el “core”con n = 1 y kz = 0, como función del radio

del “core”, manteniendo el espesor del “shell”fijo, b−a = 3 nm. En la figura 4.6a no se considera
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el efecto de los esfuerzos y en la figura 4.6b se considera el efecto de los esfuerzos. La frecuencia

del fonón de intercara, determinado a partir de la aplicación del modelo dieléctrico, se representa

por una ĺınea discontinua. El modo de intercara se manifiesta a partir del cambio brusco en la

monotońıa de las curvas, ver figura 4.6a, en esta región predomina el carácter eléctrico de los

modos. Como ya se ha visto para los modos desacoplados el efecto de los esfuerzos hace que

aumente el valor de la frecuencia de los modos. Como el efecto de los esfuerzos es mayor que el

del confinamiento, los modos de intercara no se hacen perceptibles en el espectro, figura 4.6b.

Con el aumento del radio del “core”la frecuencia de los modos tiende a las del volumen. Estas

curvas se determinan a partir de la ecuación (4.39).
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Figura 4.7: Modos acoplados con n = 1 y kz = 0 en el “core”de un nanohilo core/shell GaAs-

GaP en función de la razón b/a. Panel a) sin considerar el efecto de los esfuerzos, panel b)

considerando el efecto de los esfuerzos. En los cálculos se fijaron a = 3 nm y ε
(D)
∞ =2.56. Las

frecuencias longitudinal y transversal ópticas del volumen se representan por ĺıneas discontinuas.

El fonón de intercara con n = 1 determinado a partir del modelo dieléctrico es representado

por una ĺınea discontinua.
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La figura 4.7 muestra los modos acoplados en el “core”con n = 1 y kz = 0, como función de la

razón b/a, manteniendo el radio del “core”fijo, a = 3 nm. Se observa una dependencia muy débil

con γ cuando no se considera el efecto de los esfuerzos, figura 4.7a. El tercer modo presenta

una curvatura pronunciada cuando γ →1. Esto se debe a la fuerte interacción del potencial

electrostático con el fonón de superficie en esta región. Cuando se incluye el efecto del esfuerzo,

figura 4.7b, la dependencia de las frecuencias con γ es prácticamente la misma que se obtiene

para el corrimiento de las frecuencias del volumen, ver figura 4.2. Estas aumentan con la razón,

tendiendo a ωTO(γ →∞)=279.54 cm−1 y ωLO(γ →∞)=296.70 cm−1.

Modos en el shell

•Modo Transversal desacoplado T1: La ecuación para determinar los modos transversales de-

sacoplados T1 en el shell y las autofrecuencias están dadas por (4.41) y (4.42). Al igual que en

el “core”estas ecuaciones tienen la misma forma que para los modos T1 con n = 0, con la única

particularidad de que en este caso n puede tomar cualquier valor entero positivo.

Jn(ts)Nn(γts)− Jn(γts)Nn(ts) = 0, (4.41)

ω2(γ) = ω2
TO − (µmn (γ))2β

2
Ts

a2
, (4.42)

donde m numera los modos y µ
(m)
n (γ) son las soluciones de (4.41).

En la figura 4.8 se muestra la dependencia de la frecuencia con la razón b/a para estos modos,

en los casos n = 1 y n = 2. Estos modos tienen un espectro similar a los modos transversales

con n = 0 y kz = 0.
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Figura 4.8: Modos desacoplados con n = 1, n = 2 y kz = 0 en el “shell”de un nanohilo core/shell

GaAs-GaP en función de la razón b/a. Los modos con n = 1 están representados por ĺıneas

continuas y los modos con n = 2 por ĺıneas discontinuas. Panel a) sin considerar el efecto de

los esfuerzos, panel b) considerando el efecto de los esfuerzos. En los cálculos representados en

el panel b) se fijó a = 3 nm. Las frecuencias longitudinal y transversal ópticas del volumen se

representan por ĺıneas discontinuas.
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•Modo Longitudinal-Transversal acoplado L-T2: A partir de (4.17) se tiene que los modos

acoplados L-T2 en el “shell”se obtienen de la ecuación secular (4.43)



n
ts
Jn(ts)

n
ts
Nn(ts) J ′n(ls) N ′n(ls) 1 −1

J ′n(ts) N ′n(ts)
n
ls
Jn(ls)

n
ls
Nn(ls) 1 1

n
γts
Jn(γts)

in
γts
Nn(γts) J ′n(γls) N ′n(γls) γn−1 −γ−(n+1)

J ′n(γts) N ′n(γts)
in
γls
Jn(γls)

n
γls
Nn(γls) γn−1 γ−(n+1)

0 0 S53(ls) S54(ls) S55(ts) S56(ts)

0 0 S63(ls) S64(ls) S65(ts) S66(ts)





A
(s)
T2

B
(s)
T2

A
(s)
L

B
(s)
L

A
(s)
H

B
(s)
H


=



0

0

0

0

0

0


(4.43)

donde

S53(ls) = J ′n(ls)−
ε

(c)
∞ n

ε
(s)
∞ ls

Jn(ls), S54(ls) = N ′n(ls)−
ε
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∞ n

ε
(s)
∞ ls
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ε
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ε
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S55(ts) = −(ε
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, S56(ts) = − (ε
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(ω2
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S65(ts) = −(ε
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∞ )
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(s)
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(s)
∞ )
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TO

γn−1, S66(ts) = −(ε
(s)
∞ − ε(D)

∞ )

(ε
(s)
0 − ε

(s)
∞ )

(ω2
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γ−(n+1).

La figura 4.9 muestra los modos acoplados en el “shell”con n = 1 y kz = 0 como función de

γ, manteniendo el radio del “core”fijo a = 3 nm. Estos modos se determinan a partir de la

ecuación (4.43). En la figura 4.9a se muestran los modos sin considerar el efecto de los esfuerzos

y en la figura 4.9b considerándolos. En ambos casos se observan claramente los dos modos

fonónicos de intercara. Los fonones de intercara determinados a partir del modelo dieléctrico se

representan con ĺıneas discontinuas, obsérvese que se superponen a los predichos por el modelo

fenomenológico continuo que hemos usado. En esta región el acoplamiento entre los modos LO

y TO es fuerte. El efecto de los esfuerzos provoca una disminución en el valor de la frecuencia

de los modos, ver figura 4.9b. Con el incremento de γ la frecuencia de los modos tiende a la

frecuencia del volumen.
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Figura 4.9: Modos acoplados con n = 1 y kz = 0 en el “shell”de un nanohilo core/shell GaAs-

GaP en función de la razón b/a. Panel a) sin considerar el efecto de los esfuerzos, panel b)

considerando el efecto de los esfuerzos. En los cálculos se fijaron a = 3 nm y ε
(D)
∞ = 2,56. Las

frecuencias longitudinal y transversal ópticas del volumen se representan por ĺıneas discontinuas.

Los fonones de intercara con n = 1 determinados a partir del modelo dieléctrico se representan

por ĺıneas discontinuas.
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Figura 4.10: Modos acoplados con n = 1 y kz = 0 en el “shell”de un nanohilo core/shell GaAs-

GaP en función del radio del “core”. Panel a) sin considerar el efecto de los esfuerzos, panel b)

considerando el efecto de los esfuerzos. En los cálculos se fijaron b−a = 3 nm y ε
(D)
∞ = 2,56. Las

frecuencias longitudinal y transversal ópticas del volumen se representan por ĺıneas discontinuas.

Los fonones de intercara con n = 1 determinados a partir del modelo dieléctrico se representan

por ĺıneas discontinuas.

La figura 4.10 muestra los modos acoplados en el “shell”con n = 1 y kz = 0 como función del

radio del “core”, manteniendo el espesor del “shell”fijo b− a = 3 nm. Como muestra la figura,

en general la dependencia de estos modos con el radio del “core”es muy débil. El segundo y

tercer modo y el séptimo y octavo modo śı vaŕıan con el radio del “core”. Esto se debe a que en

esta región predomina el carácter eléctrico de los modos. Obsérvese que estos modos coinciden

con los fonones de intercara calculados por el modelo dieléctrico, los cuales se representan por

ĺıneas discontinuas. El efecto de los esfuerzos se manifiesta en una disminución en el valor de

la frecuencia de los modos, ver figura 4.10b, la cual aumenta con el radio del “core”. En el

limite γ → 1 la frecuencia de los modos transversales tiende a ωTO(γ → 1)=349.54 cm−1 y la

frecuencia de los modos longitudinales tiende a ωLO(γ → 1)=387.37 cm−1.
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4.4.3. Modos con n = 0 y kz 6= 0

En el caso de los modos con n = 0 las funciones base, toman la forma

FT1 =


ikz
qT
f ′0(qTρ)

0

f0(qTρ)

0

 eikzz

FT2 =


0

−f ′0(qTρ)

0

0

 eikzz

FL =


f ′0(qLρ)

0
ikz
qL
f0(qLρ)

4πα
ε∞

1
qL
f0(qLρ)

 eikzz (4.44)

FH =


g′0(kzρ)

0

g0(kzρ)

−ρmβ2
T q

2
T

α
1
kz
g0(kzρ)

 eikzz.

En este caso el modo T2 se desacopla de los modos L-T1.

Modos en el core

•Modo Transversal T2

Los modos con n = 0 desacoplados en el “core”se obtienen a partir de la ecuación (4.45), de

donde se determina que la frecuencia de estos modos está dada por la expresión (4.46)

J1(µ
(m)
1 ) = 0, (4.45)

ω2 = ω2
TO − (µ

(m)
1 )2

(
βTc
a

)2

− β2
Tck

2
z , (4.46)

donde µ
(m)
1 representa las soluciones de la ecuación (4.45) numeradas por m.
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Esta relación de dispersión es la misma que la relación de dispersión del volumen, salvo un

corrimiento dado por el término (µ
(m)
1 )2

(
βTc
a

)2
.

•Modo Longitudinal-Transversal L-T1


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A
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0

0

0

0


(4.47)

donde

C54 = ε(D)
∞ I0(γka)K

′
0(γka)− ε(s)∞ I ′0(γka)K0(γka), (4.48)

C55 = (ε(D)
∞ − ε(s)∞ )K0(γka)K

′
0(γka).

En la figura 4.11a se muestran las relaciones de dispersión de los modos en el “core”con n = 0

acoplados, el gráfico muestra la depedencia de la frecuencia contra kza/π, se tomaron valores

de kz en el rango del primer 20 % de la primera zona de Brillouin del volumen. Estas relaciones

de dispersión se obtienen a partir de la ecuación (4.47). Además en la figura 4.11b se muestran

las relaciones de dispersión de los modos con n = 1. Estas últimas se obtienen directamente de

la ecuación general de los modos en el “core”(4.15).
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Figura 4.11: Modos en el “core”de un nanohilo core/shell GaAs-GaP en función del vector de

onda kz. Panel a) modos acoplados con n = 0, panel b) modos con n = 1. Las frecuencias LO

y TO del volumen y la frecuencia del fonón de intercara con n = 1 se representan por ĺıneas

discontinuas. En los cálculos se fijaron a = 3 nm y b/a = 2.

Modos en el shell

•Modo Transversal T2
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(m)
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1 )N1(µ

(m)
1 ) = 0, (4.49)

ω2(γ) = ω2
TO − (µ

(m)
1 (γ))2β

2
Ts

a2
− β2

Tsk
2
z , (4.50)

donde µ
(m)
1 representa las soluciones de la ecuación (4.49) para un γ dado.

•Modo Longitudinal-Transversal L-T1
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Figura 4.12: Modos en el “shell”de un nanohilo core/shell GaAs-GaP en función del vector de

onda kz. Panel a) modos acoplados con n = 0, panel b) modos con n = 1. Las frecuencias LO

y TO del volumen y las frecuencias de los fonones de intercara con n = 1 se representan por

ĺıneas discontinuas. En los cálculos se fijaron a = 3 nm y b/a = 2.
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Conclusiones

Se han estudiado los modos vibracionales en materiales con estructura diamante, zinc blenda y

wurtzita, en el volumen y en nanohilos ciĺındricos revestidos. Para estudiar las oscilaciones de

la red en el volumen, se usó un modelo de constantes de fuerza considerando la aproximación

de interacción hasta terceros vecinos. Por medio de este modelo:

•Se obtuvieron las ecuaciones de movimiento en las direcciones de alta simetŕıa de estas estruc-

turas, las cuales conducen a modos longitudinales y transversales desacoplados, estableciéndose

relaciones de equivalencia entre las constantes de fuerza del problema tridimensional de las

oscilaciones de la red y las constantes de fuerza de las cadenas lineales equivalentes.

•Se obtuvieron expresiones anaĺıticas para las relaciones de dispersión en cualquier dirección de

la red rećıproca y se reportaron los valores de las constantes de fuerza que están involucradas

en ellas, para materiales del grupo IV (C, Si, Ge y Sn) con estructura diamante y los nitruros

del grupo III (BN, AlN, GaN e InN) con estructuras zinc blenda y wurtzita. A partir de estas

expresiones obtenidas se pueden obtener de forma directa otras magnitudes f́ısicas, como son;

las velocidades del sonido, la parabolicidad de las ramas ópticas y las constantes de elasticidad.

•Se reportan las relaciones de dispersión en las principales direcciones de alta simetŕıa, utilizan-

do en el ajuste, además de las masas de los átomos, solamente las frecuencias en el centro y borde

de la primera zona de Brillouin. Las relaciones de dispersión determinadas en los materiales con

estructura zinc blenda y wurtzita muestran mejor concordancia con los datos experimentales y

ab initio que las relaciones de dispersión determinadas en materiales con estructura diamante.

Esto último está determinado en parte en el hecho de que el modelo de constantes de fuerza

funciona mejor en estructuras con enlace parcialmente iónico como la zinc blenda y la wurtzita

que en estructuras con enlace covalente como es el caso de la diamante. Otro aspecto que es

importante resaltar con relación al ajuste de las relaciones de dispersión en las estructuras zinc

blenda y wurtzita es que a pesar de ser un modelo relativamente simple con un costo computa-

cional muy bajo, la concordancia está en el orden de la discrepancia que tienen los cálculos ab

initio y experimentales reportados en la literatura.
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Por su parte para el estudio de las oscilaciones en los nanohilos ciĺındricos revestidos se utilizó un

modelo fenomenológico continuo de onda larga. Por medio de este modelo:

•Se determinó tanto en el “core”como en el “shell”el acoplamiento de los modos, mostrándose

que; los modos con n 6= 0 y kz 6= están completamente acoplados, los modos con n 6= 0 y kz = 0

aśı como los modos con n = 0 y kz 6= 0 están compuestos por un modo transversal desacoplado

y un modo transversal acoplado con un modo longitudinal. Por su parte los modos con simetŕıa

ciĺındrica (n = 0) y kz = 0 están totalmente desacoplados.

•Se determinó la dependencia de la frecuencia de los modos con el vector de onda kz y parámet-

ros geométricos del sistema, como son, el radio del “core”y el espesor del “shell”. Se muestra

que los modos desacoplados del “core”, no dependen del espesor del “shell”y los modos de-

sacoplados en el “shell”, no dependen del radio del “core”. En el caso de los modos acoplados

se mantiene esta dependencia, a excepción de los modos en la región de los modos de intercara.

Se observa claramente el acoplamiento entre los modos confinados y los modos de intercara.

Estos últimos muestran muy buena concordancia con los modos de intercara determinados a

partir del modelo dieléctrico. Esta relación entre la frecuencia de los modos y la geometŕıa y

dimensiones del sistema es muy importante, ya que permite determinar parámetros geométricos

de dimensión y forma a partir del espectro de frecuencias.

•Otro aspecto que se consideró fue el efecto de los esfuerzos, que surgen en estas nanoestructuras

producto de la forma del sistema y de la diferencia de constantes de la red entre los materiales

constituyentes del “core”y el “shell”, sobre los modos vibracionales. En la pareja de materiales

considerada (GaAs-GaP), dada la relación de las constantes de la red de los mismos, se observa

un incremento de la frecuencia de los modos en el “core”y un decrecimiento de la frecuencia de

los modos en el “shell”. Cuando aumenta el radio del “core”las frecuencias de los modos tienden

a las frecuencias del volumen y se pierde el desdoblamiento entre los modos transversales, como

era de esperar. Otro tanto ocurre en el “shell”cuando aumenta su espesor. Por su parte los

efectos del confinamiento son perceptibles cuando el radio del “core”o el espesor del “shell”son

del orden de los 3− 4 nm, en uno y otro caso.
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